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par Alexandre Mayer

Résumé : Nous avons développé une méthode permettant de calculer la diffusion électronique tridimensionnelle, en
vue d’une simulation du Microscope a Projection de Fresnel. Notre méthode se place dans le cadre général des
matrices de transfert. Les problémes d’instabilités propres a cette technique ont été maitrisés grace a 1’algorithme des
tranches et un estimateur d’erreur. Ce dernier fournit une estimation de I’erreur relative sur le résultat - avant le
calcul de diffusion proprement dit. Les équations de propagation tiennent compte de 1’absorption électronique
(représentée par une partie imaginaire dans le potentiel) et de la présence de champs magnétiques. Les fonctions
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présente un axe de symétrie central d’ordre n. Les états de sortie, obtenus par matrices de transfert, sont propagés sur
des distances macroscopiques en utilisant le formalisme des fonctions de Green. Nous avons simulé efficacement
I’émission de champ a partir de nanopointes et confirmé leur intérét pour la microscopie a projection. Nos
simulations reproduisent des angles d’ouverture et des distributions d’énergie totale en accord avec I’expérience.
Nous avons illustré les diffractions de type Fraunhofer et Fresnel obtenues lors de 1’observation d’une fibre de
carbone et exploré I’influence des propriétés générales de la fibre. Nous sommes ensuite passés a une description
atomique de la matiére pour montrer comment les propriétés spécifiques de celles-ci peuvent influencer les images
observées. Des simulations avec champs magnétiques confirment la présence de franges de diffraction orientées
selon les lignes de champ dont I’espacement diminue avec I’intensité du champ.
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1 Introduction

Introduction

Parmi les fondateurs de notre systéeme de pensée, Platon (427-347 av. JC) est certaine-
ment celui a qui revient le mérite d’introduire ce travail. Dans son mythe de la caverne,
les hommes sont assis face & une paroi et assistent a un grand spectacle d’ombres. Ces
ombres constituent le seul regard qu’ils peuvent avoir sur la réalité du dehors, une réalité
imperceptible directement. L’extérieur de la caverne symbolise dans ce mythe le monde des
idées, univers abstrait, mais le seul, selon lui, méritant le qualificatif de ”réalité”. Platon
est certainement le premier théoricien pur et dur. Plus de deux millénaires se sont écoulés
depuis. Notre regard sur la réalité s’est éclairé par de nombreuses inventions. Notre vision
du monde nous apparait de plus en plus cohérente, mais restera toujours, comme dans ce
mythe, une des interprétations possibles d’une réalité que nous ne contemplerons jamais
directement. Le sujet de ce travail, un microscope dont le principe repose sur la projection
d’ombres, illustre bien cet aspect de notre existence.

Plus récemment, au dix-septieme siecle, I'invention du microscope optique nous permit
de porter un regard nouveau sur notre univers. Les limites de principe de cette technique
furent mises en évidence par E. Abbé en 1873. En tenant compte des phénomenes de
diffraction, responsables en fin de compte de ces limites, il exprima le pouvoir de résolution
(distance minimale entre deux points discernables dans I'image) par la relation:

d = k\/(ngsina) (1)

ou A est la longueur d’onde d’illumination, ng I'indice de réfraction du milieu d’observation,
a I'angle entre 1’axe optique et le rayon le plus incliné reliant 1’échantillon a 'objectif et
k une constante dépendant de la cohérence de l'illumination. Pour des valeurs typiques
de A=550 nm, ngsina=1.6 et k=0.61, le pouvoir de résolution du microscope optique se
trouve limité a 0.2 micron, une limite effectivement atteinte au dix-neuvieme siecle. A cause
des problemes de focalisation qui interviennent pour des longueurs d’onde plus petites que
celles du spectre visible, il n’était guere possible d’obtenir mieux.

Les fondements de la mécanique quantique apporterent aux microscopistes un souffle
nouveau. Le concept qui allait étre a la base de la microscopie électronique fut formulé par
L. de Broglie, qui postula que toute particule matérielle se propage comme une onde, la
longueur d’onde associée étant donnée par :

A=h/p (2)
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avec h = 2rh la constante de Planck (6.626 10734 J.s) et p la quantité de mouvement.

Cette scene quantique est caractérisée par un principe d’incertitude, formulé par Hei-
senberg et indépendant des détails de la méthode de mesure. Selon ce principe, la précision !
pouvant étre obtenue dans la mesure de position (Az) d’une particule est reliée a I'incer-
titude sur sa quantité de mouvement dans cette direction (Ap,) par la relation :

N | S

Az.Ap, > (3)
La limite de résolution, qui semblait purement instrumentale, devient ici une limite de
principe intrinseque aux corpuscules utilisés dans la mesure.

Des tensions d’accélération suffisantes permirent alors de produire des électrons ca-
ractérisés par une longueur d’onde 10° fois plus petite que dans le spectre visible. Une
nette amélioration du pouvoir de résolution pouvait étre attendue.

Cela devint techniquement réalisable grace a I'invention en 1926 des lentilles magnétiques
par H. Bush, qui démontra la possibilité de focaliser des faisceaux électroniques avec des
champs magnétiques a symétrie axiale. Des lentilles électrostatiques furent inventées par
la suite.

Toutes les conditions étaient dorénavant remplies pour la construction du premier micro-
scope électronique. Cela fut réalisé en 1931 par M. Knoll et E. Ruska [1, 2]. Les électrons de-
vant passer a travers I’échantillon, il fut baptisé Transmission Electron Microscope (TEM)
et, plus tard, Conventional Transmission Electron Microscope (CTEM), pour éviter toute
confusion avec des variantes ultérieures. Sa résolution, initialement de quelques dizaines de
nanometres, fut réduite jusqu’a des valeurs proches de 0.2 nm.

Ce premier microscope fut le point de départ d’une série, fonctionnant selon des prin-
cipes divers. Dans cette série, le Scanning Electron Microscope (SEM), construit par M.
von Ardenne en 1938 et commercialisé a partir de 1965 grace aux travaux de C.W. Oat-
ley, fonctionne selon un mode de balayage et offre une résolution comprise entre 0,5 et 20
nanometres.

Ces microscopes permirent l'observation de défauts cristallographiques et fournirent
des images a haute résolution de la structure interne d’échantillons ainsi que des figures
de diffraction a partir de cristaux. L’étude spectroscopique des rayons X et des électrons
secondaires induits par le faisceau incident donna acces a 1’étude de la chimie locale des
matériaux. C’est ainsi que la mise en place d’un spectrometre a rayons X dans le SEM et
de spectrometres pour rayons X et électrons dans le TEM fut a la base de I’Electron Probe
MicroAnalyzer (EPMA) et de I’Analytical Electron Microscope (AEM).

Malgré l'excellente résolution de ces microscopes, I'usage de lentilles les soumet a cer-
taines aberrations. Par ailleurs, les échantillons biologiques résistent mal au flux d’électrons
de haute énergie (entre 1 et 40 keV pour le SEM et entre 100 et 400 keV pour le TEM). La

1. définie dans le sens de ’écart quadratique moyen de ’observable associée.
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microscopie a projection, introduite en 1939 par Morton et Ramberg, auteurs du Point Pro-
jector Microscope, a évolué de maniere a supprimer completement ces deux inconvénients.

Dans sa version actuelle, le microscope a projection a su tirer avantage de la technologie
[3] développée pour le Scanning Tunneling Microscope (STM) [4] et des nanopointes. Ces
nanopointes, qui servent de source électronique, consistent en nanoprotrusions a terminai-
son monoatomique de 2-3 nm de haut, situées a 'extrémité d’une pointe hémisphérique en
tungstene, de rayon de courbure inférieur a 100 nm. Les techniques de positionnement par
cellules piézo-électriques, dont la précision est de 'ordre de 'angstrom, permettent d’ap-
procher la molécule étudiée a quelques nanometres de la pointe. L’ombre due a la présence
de cette molécule dans le faisceau électronique est observée sur un écran fluorescent situé a
10 cm. Cette technique n’utilise donc pas de lentille électronique et les tensions d’extraction
(appliquées entre la source électronique et le support de la molécule) sont comprises entre
50 et 300 V. Ces caractéristiques sont dues aux dimensions réduites de la nanopointe et a
la possibilité de positionnement rapproché. Les nanopointes offrent de nombreux avantages
utiles a leur application en microscopie, que nous préciserons dans le chapitre suivant. Les
dimensions caractéristiques du systeme projecteur-échantillon sont donc du méme ordre
de grandeur que les longueurs d’ondes associées aux électrons. Il en résulte des franges de
diffraction visibles dans I'image finale. Cependant, sous certaines conditions, les figures de
diffraction restent en relation directe avec ’aspect de la molécule. A cause de 'analogie
entre ces figures de diffraction et celles de Fresnel, ce microscope porte le nom de Fresnel
Projection Microscope (FPM).

Si une interprétation géométrique, en termes de projection du contour de 'objet a partir
de la source, suffisait a expliquer les premieres images obtenues dans ce type de micro-
scopie, il en va autrement actuellement. Bien que notre intuition recoure toujours a cette
interprétation, et qu’un résultat se veuille rassurant a condition de pouvoir s’expliquer
qualitativement de cette maniere, il est indéniable que la plupart des caractéristiques des
images ne peuvent s’expliquer que par la nature ondulatoire des électrons. Les ”ombres” que
nous identifions dans 'image sont en effet accompagnées de franges paralleles et présentent
des structures (variations de contraste suivant des bandes intérieures paralleles et oscilla-
tions sur la longueur), qui ne peuvent s’expliquer que par un modele plus réaliste.

Traiter de maniere quantique ’ensemble des électrons faisant partie d’'un métal, d'une
nanopointe et d’'une molécule située a quelques nanometres, pour finalement calculer une
distribution d’intensités sur un écran a dix centimetres ne peut se faire sans certaines
simplifications.

Nous ramenerons ce probleme a plusieurs corps a celui a un seul électron évoluant dans
le potentiel moyen dii a ’ensemble de tous les autres électrons et noyaux. Nous ne tenons
ainsi pas compte des phénomeénes de corrélation et d’échange [5]. Dans le métal, il suffit
de prendre une valeur de potentiel moyen qui inclut ces effets. Dans une molécule, nous
évaluerons I’énergie d’échange a partir de la densité électronique rencontrée par I’expression
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de Slater. Dans le vide, la corrélation et 1’échange peuvent étre négligés. En effet, pour un
courant maximal de 1 nA et une tension de 50 V, on calcule facilement qu’en une seconde
6.24 10" électrons traversent les 10 cm avec une vitesse de 4000 km/s (soit environ 1%
de la vitesse de la lumiere, ce qui justifie de négliger les effets relativistes). En moyenne,
156 électrons traversent les 10 cm en méme temps, ce qui représente une distance moyenne
de 0.6 mm et une énergie d’interaction coulombienne de 2.24 107¢ eV. Ces estimations
justifient par ailleurs que notre modele puisse négliger les phénomenes de charge d’espace
[6] qui interviennent lors d’expériences d’émission de champ a haute tension.

Le potentiel ressenti par 1’électron sera déterminé pour une géométrie fixée des atomes
constituant la nanopointe et la molécule éventuellement présente. Les phénomenes de re-
laxation qui pourraient intervenir a cause du champ électrique ne seront pas considérés.
Des modeles simples de potentiel seront choisis pour décrire l'intérieur du métal (modele de
Sommerfeld) et de la molécule (que nous ramenerons dans un premier temps a un barreau
de potentiel intérieur constant).

Un modele plus réaliste du métal n’est pas nécessaire. Une description plus détaillée
de la nanopointe suffit en effet pour reproduire les effets de bande observables dans la
distribution énergétique des électrons émis, la nanopointe étant la derniere partie du métal
a traverser.

Une description de la molécule par un barreau a potentiel intérieur constant offre I’avan-
tage de pouvoir attribuer avec certitude 'origine des structures observées dans les figures
de diffraction a une interférence des électrons incidents plutot qu’a une structure dans
le potentiel de la molécule. Il est important de savoir si les structures observées sont ca-
ractéristiques du moyen d’observation ou de I'objet observé lui-méme.

Lorsque ces points auront été éclaircis, nous passerons a une description atomique de la
molécule. Nous garderons cependant un modele simple et nous contenterons de décrire le
nuage électronique par une distribution gaussienne, dont seul le centre sera susceptible de
se déplacer en réponse a l'électron incident. Nous tacherons d’inclure 1’énergie d’échange
dans cette description. Un tel modele sera suffisant pour reproduire les caractéristiques
essentielles de 1’énergie potentielle dans et autour de la molécule observée.

Enfin, les champs magnétiques seront incorporés dans notre modele. Nous pourrons
donc simuler la diffusion électronique résultant de champs magnétiques locaux et vérifier
leur influence sur I'image finale. Cette description s’arrétera a la force de Lorentz (qui tient
compte uniquement de la charge de 1’électron) et n’inclura pas le couplage avec le spin de
I’électron. Cette derniere partie est sans doute utile pour expliquer la division du faisceau
électronique extrait des nanopointes magnétiques et sera traitée dans un autre travail.

Mis a part la réduction du probleme a celui a un seul électron, les simplifications in-
voquées ne concernent que la distribution du potentiel électrostatique. L’invariance du
potentiel dans le temps implique une théorie de diffusion stationnaire. Cette théorie de
diffusion, se voulant générale, ne devra pas étre affectée par des simplifications dans ce qui
sert de parametre d’entrée.

Réaliser un calcul de diffusion tridimensionnel a travers une barriere de potentiel haute
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de plusieurs dizaines d’électron-volts et étendue sur plusieurs dizaines de nanometres est
loin d’étre simple. Les méthodes développées pour le STM, malgré la grande similarité
avec le FPM, ne conviennent pas, pour des raisons de stabilité ou de taille mémoire. Ce
travail consiste donc surtout en un développement des méthodes applicables au STM, en
vue de maitriser les instabilités inhérentes aux conditions plus difficiles rencontrées dans la
modélisation du FPM. Nous avons décidé de nous placer dans la méthodologie des matrices
de transfert, pour des raisons données plus loin, tout en profitant des avantages qu’offrent
la méthodologie des fonctions de Green pour la propagation lointaine des champs.

Ce travail commence par un chapitre consacré entierement a la microscopie a projection.
Les étapes de son développement, le mode de fabrication et les propriétés des nanopointes
sont détaillés. Le mode de fonctionnement du FPM est précisé. Des résultats représentatifs
des possibilités offertes par cette technique sont présentés.

Le chapitre suivant est consacré a diverses théories susceptibles de modéliser le FPM.
Une présentation critique est proposée. Les points intéressants ainsi que les raisons qui
nous ont conduit a I’élaboration d’un modele différent sont expliqués.

Notre méthode de diffusion sera donnée en détail dans les trois chapitres qui suivent.
Par rapport au cas général correspondant a la diffusion par un potentiel complexe en
présence de champs magnétiques, le traitement de situations caractérisées par un poten-
tiel purement réel sans champ magnétique s’accompagne dans notre modele de propriétés
particulieres qui méritent d’étre données. Celles-ci sont principalement ’hermiticité des
matrices a diagonaliser (qui permet d’améliorer la précision des calculs) et I'existence de
groupes de solutions conjugués (qui permet de réduire les temps de calcul jusqu’a un facteur
2). Nous exposerons donc notre théorie dans ce cadre, qui par ailleurs couvre la majorité
des situations utiles a considérer.

L’absorption des électrons dans les fibres épaisses est a l'origine de 'aspect opaque
de leur image a grande distance. La simulation de ce phénomene se réalise de maniere
astucieuse par l'introduction d’une partie imaginaire dans le potentiel de la fibre. Cette
situation nécessite un traitement plus particulier afin de conserver une bonne efficacité.
Nous consacrerons donc un chapitre a la modélisation de la diffusion électronique par des
potentiels complexes.

Le troisieme volet de cette présentation sera consacré au traitement des champs magnétiques.
Ceux-ci sont introduits dans 1’équation de Schrodinger par l'intermédiaire d'un potentiel
vecteur. Un choix de jauge particulier est nécessaire pour conserver 'invariance de 1’ha-
miltonien par rapport a une symétrie précisée par la suite et pour ramener I'équation de
Schrodinger a une forme exploitable. Le traitement fait apparaitre une partie imaginaire
dans I'hamiltonien et requiert donc les techniques exposées dans le chapitre précédent.

Les problemes de stabilité étant importants dans cette approche, nous avons consacré
un chapitre aux méthodes permettant de les controler. Par ailleurs, le traitement de cer-
taines situations nécessite l'introduction de matrices de transfert rectangulaires. Ce cha-
pitre présente également cette extension de la technique.

La méthodologie étant donnée, le reste de cette dissertation est consacré a la présentation
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de simulations. Les techniques particulieres utilisées pour calculer 1’énergie potentielle dans
chaque application sont précisées au début de chaque chapitre.

Les premieres simulations concernent 1’émission de champ a partir de nanopointes.
Celles-ci jouent un role crucial dans le processus permettant I'observation de figures de
diffraction de type Fresnel. Les atomes constituant les nanopointes seront représentés par
des dipoles. Nous exploiterons ce modele pour reproduire la distribution d’énergie totale
(TED) des électrons émis et confirmer leur faible dispersion énergétique. La qualité du
faisceau sera évaluée en réalisant des expériences de diffraction a travers une ouverture
circulaire. Les résultats seront comparés a ceux obtenus lorsque la pointe est dégradée.
La perte de contraste que nous constaterons dans les figures de diffraction nous prouvera
I'importance de travailler avec des nanopointes a terminaison monoatomique.

Une fois cela établi, nous nous tournerons vers 1’observation d’une fibre de carbone, afin
d’étudier le type d’image que I'on peut attendre de 'observation d’un objet simple. Nous
rechercherons également les conditions qui entrainent une ressemblance de I'image avec la
distribution spatiale de I'objet. Nous affinerons petit a petit la description de la fibre, en
lui permettant d’abord de se polariser et ensuite de devenir absorbante. Nous étudierons
aussi I'influence du travail d’extraction de la fibre sur 'image finale.

Puisque les conditions favorables a I’observation d’un objet auront été examinées, nous
chercherons a déterminer quelle information sur la structure atomique de 'objet peut étre
observée. Nos simulations montreront surtout comment l'information présente au niveau
de la molécule évolue avec la tension d’extraction.

Enfin, nous terminerons par quelques résultats de diffusion en présence de champs
magnétiques. Ceux-ci induisent une déviation du faisceau ainsi que des franges d’interférence
d’autant plus nombreuses que le champ est intense. Ces observations expérimentales sont
confirmées par nos simulations.
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Chapitre 1

La microscopie a projection

1.1 Introduction

La microscopie a projection permet de découvrir la forme d’un objet par 'ombre qu’il
produit lors d’une illumination. Pour une distance objet-écran donnée, ’agrandissement
est d’autant plus important que la source d’illumination est proche de I'objet et I’ombre
d’autant mieux définie que la source est réduite. Cette technique fut proposé en 1939 par
Morton et Ramberg [7], auteurs du Point Projector Electron Microscope. Une image réduite
de la source (un canon a électrons) était obtenue grace a des lentilles électroniques. Cette
technique, en général juste capable de fournir des images de résolution moyenne, permit
tout de méme de discerner des détails de 'ordre de 25 nm grace au montage de Boersch
8], dans lequel deux lentilles furent employées pour produire une source apparente de 6
nm (pour une longueur d’onde de 7. 1072 A et un objet situé 4 18 microns).

Par la suite, ce systeme de lentilles fut abandonné grace a 1'utilisation de fines pointes
métalliques servant de source électronique [9, 10]. Des détails d’environ 50 nm purent
étre observés pour des distances projecteur-objet de 10 microns. Cela permit ’observation
d’objets de dimensions analogues a celles du projecteur (quelques centaines de nanometres
d’extrémité), pour des tensions projecteur-objet typiques de 3500 V.

En parallele, I'idée de remplacer les électrons par des ions, obtenus en atmosphere
gazeuse a partir de pointes, fut exploitée par E.W. Miiller [11], auteur en 1968 du Field
Ion Shadow Projection Microscope.

La fin des années '80 vit la réduction de ces pointes a des dimensions nanométriques,
avec I'élaboration de pointes pyramidales a terminaison monoatomique [12]. Leur produc-
tion consistait a induire ’extraction des atomes constituant les faces de la pointe par un
champ électrique intense (évaporation de champ) et a déposer le dernier atome depuis une
atmosphere de tungstene. L’utilisation combinée de ces nouvelles pointes et des techniques
de positionnement par céramiques piézo-électriques permit rapidement 1’observation de fi-
gures de diffraction avec des fibres de carbone de diametre compris entre 10 et 20 nm,
ainsi que l'observation de fines couches d’or [13] dans un montage & projection a faible
tension (190 V) [14, 15]. Ces nouvelles tensions de travail, comprises entre quelques volts
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et quelques centaines de volts, étaient dorénavant bien adaptées a 1’observation non des-
tructive de macromolécules. Comme nous le verrons par la suite, la finition de la source
électronique détermine de maniere cruciale le type d’images que 1’on peut obtenir dans un
montage a projection. Les pointes mentionnées ici fournissent des images (des “kendro-
grammes” ) qui nécessitent des techniques de reconstruction spécifiques afin de retrouver
'aspect de l'objet diffusant [16]. Cette différence provient d’une part du caractere encore
relativement délocalisé et du manque de symétrie de la source électronique et d’autre part
des conditions d’utilisation ou 'objet est placé a des distances de 'ordre de 0.1 micron de
la source.

Les nanopointes [17] firent leur apparition presque simultanément. Comme nous le
verrons, ces dernieres présentent des caractéristiques idéales pour leur utilisation en micro-
scopie. La précision actuelle des techniques de positionnement — de l'ordre de ’angstrom
— permet de les exploiter pleinement.

1.2 Les nanopointes

Examinons donc ces nanopointes, en présentant leur fabrication ainsi que les propriétés
qui les rendent intéressantes pour la microscopie a projection [18].

1.2.1 Fabrication

Le support des nanopointes consiste en fines pointes métalliques, habituellement en
tungsténe, mais parfois aussi en d’autres matériaux (Au, Pt, Fe, ...). Dans le cas du
tungstene, elles sont obtenues a partir d'un cristal orienté dans la direction (111), au-
quel un traitement électrochimique confere une forme initiale conique. Cette orientation
est choisie pour son énergie libre de surface relativement élevée (qui en fait une surface
relativement petite au départ, c’est-a-dire proche de la structure souhaitée) et pour sa
barriere de diffusion également importante (1.8 eV) (assurant une bonne stabilité ther-
mique). Dans un traitement ultérieur en ultra-haut vide (pression de 5. 10~ Torr), la
pointe est portée a une température de 3200 K en présence de champs électriques élevés
(dus a des tensions typiques de 3500 V entre cette pointe, dont le rayon de courbure ini-
tial a 'extrémité est de quelques centaines de nanometres au plus, et une grille située a
quelques millimetres). Etant donné la symétrie essentiellement sphérique du montage, la
position de la grille influence tres peu la valeur du champ au niveau de la pointe. De cette
étape résulte une pointe purifiée présentant une extrémité hémisphérique, dont le rayon de
courbure est compris entre 70 et 100 nm [19].

La nanopointe est ensuite construite sur ce support par un principe similaire. L’appli-
cation simultanée d’un champ électrique intense dirigé vers I'extérieur de la pointe (typi-
quement 2 V/A) et d’une température d’environ un tiers de la température de fusion (3680
K) permet de donner & la diffusion en surface un niveau comparable a celui rencontré lors
de la fusion. L’écrantage du champ électrique restreint la liquéfaction a la derniere couche
atomique.
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Les atomes en surface ont tendance a se déplacer a la fois vers les régions de courbure
faible et vers les régions de champ fort. Pour une faible concentration initiale de défauts,
la premiere tendance I'emporte sur la seconde. La diffusion tend a uniformiser la sur-
face et a favoriser la croissance des plans d’indice faible (de distance interplan élevée). Le
processus aboutit a la production d’une pointe ”build-up”, pyramide déterminée par la ren-
contre de trois plans (112) relativement peu intéressante pour la microscopie a projection.
Pour une concentration initiale de défauts suffisamment élevée, la seconde tendance 1’em-
porte (d’autant plus facilement que le champ appliqué est fort). La diffusion se fait alors
préférentiellement vers les protrusions existantes, ce qui tend a les agrandir et a amplifier
le phénomene.

Dans ces conditions, et tant que la température et la tension électrique sont maintenues,
'apport d’atomes entraine une émission continue d’ions (& raison de 10°/s) & partir de
I’atome terminal de ces protrusions, ou I’énergie de liaison est la plus faible. Des sources
localisées d’ions métalliques, émettant dans un faisceau de 2 degrés d’angle d’ouverture,
sont ainsi réalisées.

La derniere étape de la fabrication des nanopointes consiste a geler la structure de ces
protrusions. Cela se fait par refroidissement rapide, en mettant la pointe en contact avec
un réservoir d’azote liquide, le champ électrique étant maintenu. Les nanopointes ainsi
produites ont une hauteur comprise entre 2 et 5 nm.

Ces structures ont pu étre étudiées [19, 20] en microscopie a émission de champ (FEM),
en observant leur émission électronique lorsque la direction du champ est inversée, et par
microscopie a émission de champ ionique (FIM), en observant ’émission d’ions induits par
le champ intense existant au voisinage de ces structures dans une atmosphere de He ou
Ne de 107 Torr. Les mesures en FIM, pour lesquelles des tensions élevées sont nécessaires
(typiquement 15 kV), se font a la température de I’azote liquide pour maintenir la sta-
bilité de la nanopointe. En désorbant progressivement les atomes (par I’action du champ
électrique), il est possible d’en examiner la structure. Une terminaison monoatomique ap-
parait, soutenue par 3 atomes, ainsi qu’'une base pyramidale, rencontre de plusieurs plans
de surface. Les premieres couches apparaissent peu ordonnées, ce qui s’explique par 1’étape
de refroidissement rapide.

Ces nanopointes sont stables, pour autant que les champs électriques n’induisent pas

de nouvelle fusion de surface. Les valeurs critiques des champs applicables sont comprises
entre 1.2 et 1.6 V/A.

1.2.2 Propriétés
Emission électronique

En appliquant un champ électrique vers les nanopointes, celles-ci émettent un faisceau
électronique [21] a partir de I'atome terminal (a cause de 'amplification plus importante
du champ électrique en ce point). La dispersion angulaire (largeur & mi-hauteur) initiale
est estimée a 15-20 degrés [22, 23]. Celle observée a grande distance est autocollimatée
a environ 5 degrés a cause de l'influence du support de la nanopointe, a condition que
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I’électrode d’extraction soit située a plus de quelques dizaines de microns. Pour des dis-
tances inférieures a quelques centaines de nanometres, la dispersion angulaire finale du
faisceau se rapproche de sa valeur initiale.

L’émission électronique reste stable durant des heures, pour des courants inférieurs a
1 nA. Pour des courants plus élevés, jusqu'a 0.1 pA, le courant peut fluctuer occasion-
nellement entre plusieurs niveaux (flip-flop), & cause de modifications de la structure de
la nanopointe induites par 1’échauffement de celle-ci. Enfin, pour des valeurs de courant
supérieures, les modifications induites par I’échauffement de la nanopointe tendent a la
dégrader irréversiblement.

Distribution d’énergie totale en pics

Une propriété remarquable de cette émission électronique est sa distribution d’énergie
totale (TED) en pics [24, 25, 26]. Ces pics se trouvent en général sur un intervalle d’énergie
de 2 eV en dessous du niveau de Fermi dans le support métallique. Les théories d’émission
de champ classique [27] ne permettent pas de reproduire leur distribution.

Leur nombre dépend de la géométrie particuliere et de la nature de la protrusion. En
augmentant la tension entre le support de la nanopointe et I’anode, les intensités relatives
des différents pics se modifient. Ils se déplacent tous vers des valeurs en énergie plus faibles,
d’une méme quantité linéairement proportionnelle a la différence de tension appliquée. Le
degré de déplacement est fonction lui aussi de la géométrie et de la nature de la nanoprotru-
sion. La largeur de chacun des pics n’est modifiée que si un échauffement de la nanopointe a
lieu suite a I'augmentation de la tension. La figure 1.2 illustre une distribution énergétique
a deux pics avec les modifications induites par un changement de tension.
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Fi1G. 1.2 — Dustribution d’énergie totale a deux pics caractérisant [’émission de champ a
partir d’une nanopointe. Cette figure illustre le décalage en énergie induit par une modifi-
cation de la tension appliquée entre le support de la nanopointe et une anode sphérique a
3 cm.
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Une explication proposée pour cette distribution en pics postule I'existence d’une struc-
ture de bandes localisée dans la région terminale de la pointe. L’émission électronique serait
due a un effet tunnel résonnant a travers celles-ci [28]. Le déplacement en énergie induit
par une modification de la tension serait lié a 'accumulation de charges dans I'extrémité
de la pointe. Nous avons reproduit a la figure 1.3 un diagramme en énergie proposé dans
la littérature[24] pour illustrer ces explications.
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Fic. 1.3 — Modele simplifié de l’émission de champ par une nanopointe, résultant d’un
effet tunnel résonnant a travers les bandes localisées dans la région terminale de la pointe,
tllustré pour deux valeurs différentes de la tension.

Des expériences avec agrégats métalliques déposés sur protrusions ont montré que les
pics caractérisant la distribution énergétique des électrons émis ont tendance a devenir plus
fins et prononcés quand la taille des agrégats est réduite [29, 30] ou la taille de la protrusion
augmentée. Ces expériences confirment I'importance d’un confinement électronique dans
un espace restreint en bout de pointe. Par ailleurs, des calculs en "tight binding” ont
démontré 'existence d’une structure de bandes locale sur I’extrémité des nanopointes, pour
un nombre minimum de 4 couches et a condition d’avoir une terminaison monoatomique

31).

Effet Nottingham

L’effet Nottingham [32, 33] rend compte de 1'échauffement (parfois du refroidissement)
d’un métal suite a une émission électronique. Dans une telle situation, les électrons ex-
traits doivent obligatoirement étre remplacés. Un échauffement (refroidissement) du métal
peut se produire lorsque 1’énergie moyenne des électrons de remplacement est supérieure
(inférieure) a 'énergie moyenne des électrons extraits.

Dans le cas de pointes, cet effet est négligeable pour des rayons de courbure supérieurs a
quelques dizaines de nanometres et des courants inférieurs a 1 pyA. Par contre, il peut deve-
nir tres important dans le cas de nanopointes, a cause de la structure en pics caractérisant
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son spectre d’émission.

En effet, en considérant la figure 1.3, on s’apercoit que pour chaque électron extrait
a partir de 'une des bandes représentées, les électrons de remplacement peuvent provenir
d’un niveau de méme énergie dans le continuum du substrat (comme dans 'effet Nottin-
gham classique), mais aussi de niveaux supérieurs ou d’une autre bande dans la structure
locale. Dans ces deux derniers cas (propres a la nanopointe), la différence d’énergie entre
I’électron extrait et 1’électron de remplacement peut étre de I'ordre de 1’électron-volt et
contribuer a échauffer la structure locale.

Ces effets d’échauffement ont pu étre mesurés [34, 35]. Lorsqu’un atome de I'atmosphere
gazeuse vient s’adsorber sur I'extrémité de la nanopointe, il peut se mettre a osciller (par
sauts discrets) entre positions voisines sous 'effet de la température, chaque position étant
associée a une TED propre. Apres calibration, il est possible de mesurer la température
locale de la nanopointe a partir de la fréquence d’oscillation de la TED (flip-flop). Pour
des valeurs de tension trop grandes, la molécule adsorbée devient instable et la mesure de
température se base alors sur ’élargissement des pics dans la TED.

Les résultats de ces études sont représentés par les figures 1.4 et 1.5, qui montrent
I’accroissement de la température d’une nanopointe en fonction du courant extrait et de
la tension entre le support de cette nanopointe et une anode sphérique située a 3 cm. Les
valeurs de tension V,,, sont reliées aux valeurs de champ local I par la relation :

FV/m] = 8Vpp [V] (1.1)

olt 3 prend la valeur [36]: 3 = 5 — 10. 10° [m~!], qui est du méme ordre de grandeur
que celle obtenue en représentant le support de la nanopointe et I'anode par deux spheres
emboitées, dont les rayons seraient respectivement le rayon de courbure du support de la
nanopointe et 3 cm.
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Fic. 1.4 — Modification de la température d’une nanopointe en fonction du courant extrait.

Afin d’éviter un échauffement excessif de la nanopointe, pouvant résulter en dégradations
irréversibles, il s’avere que les valeurs critiques du courant extrait et du champ électrique
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Fi1Gc. 1.5 — Modification de la température de la nanopointe en fonction de la tension ap-
pliquée entre son support et une anode sphérique a 3 cm.

local sont respectivement de 10 nA et 1 V/A. Cette derniere valeur est en conformité avec
les conclusions de la section 1.2.1.

La distribution d’énergie totale des électrons émis peut présenter des pics situés au-
dessus du niveau de Fermi du support métallique. De telles situations sont possibles lorsque
la largeur des bandes concernées est plus petite que l'intervalle d’énergie caractérisant le
pied de la distribution de Fermi. Les électrons extraits dans ces bandes contribuent alors a
refroidir la pointe. De telles situations ont été réalisées expérimentalement avec des agrégats
d’or [37].

Nanopointes magnétiques

Des nanopointes en fer ont été réalisées [38]. Leur support consiste en fibres mono-
cristallines de Fe orientées dans la direction (111) ou (110), préparées par traitements
électrochimique et thermique successifs. Les nanopointes sont produites comme celles en
tungstene.

Lors de I’émission électronique, le faisceau se scinde en deux (avec un écart angulaire de
4 a 6 degrés) lorsque la température de la nanopointe est inférieure a une température cri-
tique proche de la température de Curie du support (1042 K). L’émission d’ions métalliques,
lors de I’étape de synthese de la nanopointe, présente des structures suggérant également
la présence de champs magnétiques.

Ces phénomenes sont attribués a ’existence d’'une interaction magnétique intense au
niveau de la nanopointe, bien qu’une explication précise ne soit pas encore donnée.
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1.2.3 Intérét pour la microscopie a projection

Les nanopointes constituent des sources électroniques idéales pour la microscopie a
projection, avec des brillances élevées comprises entre 10° et 107 A cm ™2 str~! pour une
tension d’extraction de 100 V. Cette grandeur, ramenée a sa valeur théorique maximale,
définit le facteur de dégénérescence §, qui est de I'ordre de 1072 pour 1 nA & 200 V. Cette
valeur est plusieurs ordres de grandeur au-dessus de celles correspondant a d’autres sources
électroniques [39].

Comme nous 'avons mentionné, le faisceau est autocollimaté avec un angle d’ouver-
ture (largeur & mi-hauteur) de 5 degrés environ, pour une électrode d’extraction & plus
de quelques dizaines de microns, sans qu’une lentille électronique ne soit nécessaire. Par
ailleurs, le faisceau électronique est tres stable en intensité, avec des variations inférieures
a 1% pendant un intervalle de temps compris entre 2-3 heures et 10 heures.

La distribution en pics de l'énergie totale des électrons extraits permet 1'utilisation
d’électrons caractérisés par une faible dispersion énergétique. On utilisera des nanopointes
caractérisées par des TED a un seul pic. En pratique, on obtient des largeurs a mi-hauteur
d’environ 0.1 eV & température ambiante [40]. La longueur de cohérence longitudinale, qui
donne la distance parcourue par 1’électron durant l'intervalle de temps lié a la dispersion
énergétique AFE du faisceau par la relation d’incertitude de Heisenberg, est donnée par:

I = ( 2;E) (ZLE> (1.2)

Pour une dispersion énergétique moyenne de 0.1 eV et une tension typique de 200 V, on
trouve une longueur de cohérence longitudinale de 55 nm. Il s’agit d’un critere pour qualifier
la dispersion énergétique. Il peut s’interpréter comme la différence de chemin entre deux
trajectoires, a partir de laquelle des ondes correspondant aux valeurs extrémes de I'énergie
et initialement en phase présentent un déphasage supérieur a 27. Dans le cadre du FPM, ce
critere n’est utile que si une relation de phase initiale existe entre les électrons de différente
énergie. Il est important de constater que si une telle relation de phase existe, la longueur
de cohérence longitudinale est suffisamment grande pour que les phénomenes de diffraction
ne soient pas limités par ce critere. En effet, pour une longueur d’onde inférieure a 0.1 nm,
il faudrait une différence de chemin supérieure a 550 longueurs d’onde avant qu’une perte
de contraste des franges apparaisse a cause de la dispersion en énergie. Travailler avec
une dispersion énergétique faible est tres important. Une caractérisation plus adéquate a
I'utilisation du faisceau en microscopie a projection sera donnée en section 1.3.2.

La terminaison monoatomique de la nanopointe, sans laquelle la dispersion énergétique
des électrons serait plus importante, est responsable de la grande cohérence spatiale du
faisceau, puisque les électrons extraits proviennent tous d’une région de taille atomique. Le
faisceau présente donc des caractéristiques idéales (voir aussi réf. [41]) pour 'observation
de phénomenes de diffraction. Selon un modele de cohérence [42], la longueur de cohérence
transverse sur un écran éloigné est donnée, a un facteur multiplicatif pres, par:

I, ~ (A\L/a) (1.3)
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avec A la longueur d’onde de I’électron, L la distance de I’écran et a le rayon caractéristique
de la source. Cette relation peut étre déduite des relations d’incertitude de Heisenberg re-
liant 'incertitude sur la position (les dimensions de la source) et celle sur la quantité de
mouvement, dans le plan ou ces dimensions sont considérées. Remarquons que cette gran-
deur dépend de la valeur particuliere de L. Il est donc nécessaire de préciser a quelle distance
une longueur de cohérence transverse est donnée. En prenant des valeurs caractéristiques,
on trouve une longueur de cohérence transverse a l’écran de quelques centimetres. Cette
distance calculée au niveau de I'objet donne I’écart maximum entre deux points de celui-ci,
dans un plan parallele a I’écran, pouvant donner des franges d’interférence contrastées.

De la localisation de la source découle la possibilité d’observer des molécules avec une
onde incidente de forme essentiellement sphérique, et donc d’observer des figures de dif-
fraction de type Fresnel.

La géométrie particuliere de ces nanopointes fait que le point de projection virtuel
(point d’out semblent provenir les électrons a grande distance) se trouve seulement & une
distance comprise entre quelques nanometres et quelques dizaines de nanometres de 1’espace
pouvant contenir I'objet a observer. Pour un écran a 10 cm et un objet généralement a
moins de 100 nm du point de projection virtuel, des agrandissements supérieurs a 10® sont
envisageables.

Enfin, la possibilité de scinder le faisceau électronique grace a des pointes magnétiques,
dans un processus ou le spin de 1’électron doit étre essentiel, est tres intéressante mais n’a
pas été exploitée jusqu’ici.

1.3 Le Microscope a Projection de Fresnel

Comme nous 'avons vu, les nanopointes offrent de nombreux avantages pour la micro-
scopie a projection. Nous allons examiner les caractéristiques de cette technique lorsqu’elle
est associée a leur utilisation.

1.3.1 Présentation générale

Le Microscope a Projection de Fresnel, inventé par Vu Thien Binh [43, 44, 45, 21],
utilise les propriétés remarquables de ces nanopointes en tungstene. Celles utilisées dans
ce montage ont une hauteur d’environ 2 nm.

La tension d’extraction est appliquée entre le support de la pointe et une grille en or
de 3 mm utilisée en Microscopie Electronique a Transmission. Cette grille est recouverte
d’un film de carbone d’environ 10 nm d’épaisseur présentant de nombreux trous et sert
de support pour les molécules a observer. Sa position est controlée par des cellules piézo-
électriques, ce qui permet d’approcher la grille a quelques dizaines de nanometres de la
pointe. Des tensions d’extraction comprises entre 50 et 300 V suffisent a I’émission de
champ.

L’écran est a 10 cm et consiste en un amplificateur de courant couplé a un écran
fluorescent. L’amplificateur est constitué de nombreux canaux indépendants, afin de ne
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pas dégrader la résolution de I'image. Une tension électrique peut étre appliquée entre la
grille et I’écran fluorescent (typiquement moins de 50 V).

En I'absence d’échantillon, on observe un spot d’environ 1 ¢m sur ’écran. Le courant
extrait de la nanopointe, pour des tensions généralement comprises entre 200 et 300 V,
est dans la plupart des cas situé entre 1 et 5 pA, c’est-a-dire trois ordres de grandeurs en
dessous des valeurs de courant pouvant entrainer une dégradation de la nanopointe.

Les molécules a observer sont dissoutes dans une solution de chloroforme a une concen-
tration de quelques mg/l. Plusieurs pl de cette solution sont déposés sur la grille en or.
Apres évaporation du solvant, la probabilité que certaines molécules enjambent un trou de
la grille est grande. Apres positionnement de la grille, celles-ci peuvent alors étre observées
par projection. Un déplacement controlé de la grille, grace aux cellules piézo-électriques,
et I'observation du déplacement correspondant de I'image a 10 cm permettent de déduire
les dimensions de 'objet.

Les manipulations se font en ultra-haut vide (107! Torr) & température ambiante.
Aucune protection contre les champs magnétiques parasites n’est nécessaire. Un systeme
pneumatique offre une protection suffisante contre les vibrations.

1.3.2 Caractéristiques
Point de projection virtuel

A cause de la distribution du champ électrique autour de la nanopointe, et en ’absence
d’objet sur la grille, la trajectoire des électrons extraits est incurvée de telle maniere qu’a
grande distance ceux-ci semblent provenir d’un point reculé par rapport au point d’origine.
Ce lieu, défini par l'intersection des trajectoires rectilignes observées asymptotiquement,
est appelé "point de projection virtuel”.

La dispersion angulaire du faisceau extrait est réduite, par rapport a sa valeur initiale,
d’un facteur 2 [46] ou plus, lorsque la grille est située a quelques dizaines de microns de la
pointe. Ce confinement de la dispersion angulaire a lieu alors dans les 10 nm qui suivent la
pointe. Dans les conditions de travail habituelles, en supposant que les électrons quittent la
pointe selon des trajectoires perpendiculaires a la surface, le point de projection virtuel est
donc situé a un minimum de deux fois le rayon de courbure de I'extrémité de la nanopointe.
Habituellement, il se situe a une distance comprise entre quelques nanometres et quelques
dizaines de nanometres de I'extrémité de la nanopointe. Ces valeurs sont beaucoup plus
petites que celles correspondant & des pointes hémisphériques (rayon de courbure supérieur
a 50 nm). Cet effet de confinement du faisceau électronique sur la position du point de
projection virtuel est illustré a la figure 1.6.

La présence d’un objet peut modifier les caractéristiques du faisceau a grande dis-
tance, et donc la position du point de projection virtuel. En effet, les équipotentielles étant
déformées dans le voisinage de 'objet, les électrons subissent une déviation supplémentaire
et le point d’ou ils semblent provenir a grande distance peut changer par rapport a une
situation ou 'objet serait absent. Par exemple, pour des fibres d’environ 1 nanometre de
diametre, le point de projection virtuel apparait dans certaines situations devant la nano-
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Fic. 1.6 — Effet du confinement électronique résultant en un point de projection virtuel V
différent du centre de courbure C' de l’extrémité de la nanopointe.

pointe.

Ces commentaires montrent la nécessité de modéliser la diffusion électronique aussi bien
au voisinage de I'objet que pres de la pointe, étant donné qu’il n’existe pas de point source
intrinseque a la nanopointe, mais plutot une position effective qui dépend de I’ensemble
du systeme.

Possibilité d’une diffraction de type Fresnel

Etant donné la terminaison monoatomique des nanopointes, 1’émission électronique se
fait a partir d’une région dont les dimensions caractéristiques sont d’environ 0.5 nm. Cette
région d’émission peut étre considérée comme ponctuelle et, en dessous d’une distance
critique, I'onde incidente au niveau de 1'objet a un caractere essentiellement sphérique.

Tous les modeles s’accordent pour attribuer a ce caractere sphérique la possibilité d’ob-
tenir, a partir d’'un objet étudié, des figures de diffraction de type Fresnel. Les images
obtenues sont dans ce cas fortement corrélées a la distribution spatiale réelle de 'objet.

Pour des sources plus délocalisées ou une distance pointe-objet trop grande, 1'onde
incidente au niveau de I'objet est essentiellement plane et les figures de diffraction sont de
type Fraunhofer. Une analyse plus complexe est alors nécessaire pour déduire, a partir des
images, des informations sur 'objet étudié.

La distance critique, marquant le passage entre une diffraction de type Fresnel et une
diffraction de type Fraunhofer, est donnée par:

dcritique = a2/)\ (14)

avec a la dimension caractéristique de ’'objet et A la longueur d’onde électronique. A 300 V,
pour un petit objet de 1.4 nm, cette distance critique est d’environ 30 nm. Une observation
est donc possible avec un champ électrique proche de la valeur critique de 1 V/ A. Cette
valeur de 1.4 nm est justement le double du pouvoir de résolution a 300 V, tel que nous
I’estimerons par la suite.
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Résolution

Plusieurs facteurs peuvent limiter la résolution du FPM [47]. Il s’agit du temps d’exposi-
tion, de I’étendue de la source, des phénomenes de diffraction, de la dispersion énergétique,
des champs magnétiques et des vibrations. Nous allons considérer chacun de ces facteurs
séparément.

Le temps d’exposition En considérant I'image comme l'accumulation des contribu-
tions individuelles de chaque électron arrivant sur 1’écran, on comprend la nécessité d’'un
nombre minimum d’électrons afin que 'image soit suffisamment définie pour permettre la
distinction de deux régions différentes de 1’objet.

Une équation donnant la résolution minimale d’une image en fonction de la dose
d’électrons et de l'efficacité de leur utilisation a été proposée par Rose [48]. Le principe du
raisonnement consiste a dire que deux régions circulaires adjacentes seront discernables si
chacune d’elle re¢oit un minimum de 20 électrons utilisés efficacement.

Dans le cas du FPM, pour un courant compris entre 1 et 5 pA, un temps d’exposition
d’environ 0.5 s suffit. Par ailleurs, compte tenu de la stabilité de plusieurs heures du
faisceau électronique, ce critere ne peut étre celui fixant en fin de compte la résolution,
puisqu’il peut étre contourné en exposant I'image suffisamment longtemps. D’autre part,
un modele comme celui présenté dans ce travail, qui détermine la fonction d’onde, et donc
la distribution de probabilité de détection des électrons, prédit directement I'image obtenue
apres un temps d’exposition infiniment long.

La taille de la source Par un modele géométrique simple, I’étendue sur I’écran définie
par les droites joignant le contour de la source électronique et un point de I'objet apparait
identique a l'image donnée par une zone centrée autour de ce point de 1'objet, de taille
égale a celle de la source. Selon ce raisonnement, la limite de résolution due aux dimensions
non nulles de la source serait donnée par 1’étendue de la source, qui est estimée a 0.5 nm.
Le fait que cette valeur soit supérieure aux dimensions caractéristiques de ’atome terminal
(de l'ordre de 0.1 nm) peut étre attribué a 'action du champ électrique, qui est responsable
par ailleurs du déplacement du point de projection effectif.

Ce raisonnement considere a tort la source comme un ensemble de points completement
incohérents, alors qu’il existe une relation de phase définie entre eux, pour des électrons
d’énergie donnée.

Un modele de diffraction plus réaliste, dont les bases sont données au paragraphe sui-
vant, tient compte de la cohérence spatiale de la source. Ce modele [49] montre que la taille
de la source limite le contraste des franges de diffraction uniquement lorsque la position
de ces franges implique des distances supérieures a la longueur de cohérence au niveau
de I’écran. Dans le cas d'une figure obtenue a partir d’'un objet opaque, cette limite est
justement atteinte lorsque 'interfrange, ramenée au niveau de ’'objet, est égale aux dimen-
sions de la source. Nous allons voir immédiatement que cette situation n’est rencontrée que
lorsque 1'on sort des limites de résolution dues a la diffraction.
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La diffraction Lorsqu'un objet est placé dans le faisceau électronique, l'interférence
observée en un point éloigné sera constructive si la différence de chemin entre ce point et
I'extrémité de la pointe, par un parcours direct et par un parcours passant par I’extrémité de
I’'objet, est égal a un nombre entier de longueurs d’onde. Cette interférence est destructive
lorsque cette différence de chemin est rallongée d’une demi-longueur d’onde. On donne au
faisceau réfléchi par I'objet un changement de phase équivalent a g)\ si le faisceau réfléchi
passe en dehors de ombre de 'objet et —£ A sinon [49).

Compte tenu de ces regles élémentaires, on peut estimer l'incertitude sur la position
exacte du bord de 'objet dans I'image par la moitié de la largeur de la frange de diffraction
dans laquelle il se trouve. Cette distance ramenée au niveau de 1'objet définit la limite de
résolution due a la diffraction :

Ag= =V (1.5)

Pour une résolution comprise entre 0.4 et 1 nm (a 300 V), on voit qu’il faut une distance
point virtuel - objet d comprise entre 10 et 60 nm.

Cette limite de résolution due a la diffraction est toujours inférieure a la longueur de
cohérence transverse au niveau de l'objet. Elle est égale a I’étendue de la source (0.5 nm)
lorsque la moyenne géométrique entre la longueur d’onde et la distance pointe-objet vaut
1 nm et lui est supérieure pour des distances plus grandes. Il est intéressant de remarquer
que la figure de diffraction devient de type Fraunhofer lorsque la limite de résolution due
a la diffraction dépasse la moitié du diametre de I'objet.

Pour avoir une idée des valeurs de la limite de résolution due a la diffraction, nous
avons représenté a la figure 1.7 'équation 1.5 en prenant d [ A] = V [V ], c’est-a-dire une
distance correspondant a un champ électrique proche de sa valeur critique.
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Fic. 1.7 — Limate de résolution due a la diffraction pour un champ électrique proche de sa
valeur critique (1 V/A).

Le raisonnement utilisé ici est appliqué a un objet essentiellement opaque ou seuls les
électrons diffractés sur le bord de 'objet contribuent a I'image. Il se place dans le cadre
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d’une diffraction de type Fresnel, ce qui se justifie tant que le pouvoir de résolution ne
dépasse pas la moitié des dimensions de 1’objet.

Dispersion énergétique du faisceau incident Le raisonnement utilisé pour calculer
la limite de résolution due a la diffraction peut également étre employé pour estimer l'in-
fluence de la dispersion énergétique du faisceau électronique. En supposant une incohérence
complete entre électrons d’énergie différente, on trouve que les franges entourant I'image
d’un point de l'objet sont affectées d'un déplacement relatif, par rapport a la projection
géométrique de ce point, donné par:
ar_1AP (1.6)
x 4 F

avec AFE la dispersion énergétique et F I’énergie moyenne des électrons.

Pour une dispersion énergétique maximale de 0.2 eV et méme pour une tension aussi
petite que 15 V, cet écart relatif n’est que de 0.5 %, c’est-a-dire une valeur négligeable.

Champs magnétiques parasites Des champs magnétiques alternatifs parasites peu-
vent occasionner une perte de résolution. Compte tenu de la grandeur de ces champs,
leur effet & 10 cm sur la déviation du faisceau électronique est de l'ordre de 20 a 100
pum, ce qui correspond a une limite au pouvoir de résolution du microscope (pour une
diffraction de type Fresnel) inférieure a 0.1 nm. Cette quantité est moins importante que
celle correspondant a la géométrie de la pointe ou aux phénomenes de diffraction, de sorte
que les champs magnétiques parasites peuvent étre négligés comme facteurs limitant la
résolution.

Vibration du systeme pointe-objet Une variation de la position relative de 'objet
par rapport a la pointe peut entrainer une perte de résolution. Dans un mode de diffraction
de type Fresnel, la variation relative sur la position des franges est donnée par la variation
relative de la position de 'objet par rapport a la pointe. Les vibrations parasites sont
controlées efficacement par un systeme pneumatique.

Compte tenu de ces différents facteurs, il s’avere que la résolution du FPM est fixée par
la diffraction. Des valeurs typiques de 0.5 nm sont obtenues vers 200 V.

1.3.3 Résultats
Observation de fibres de carbone

La grille en or est recouverte d’'une membrane de carbone qui présente de nombreux
trous traversés par des fibres. Des figures de diffraction peuvent étre obtenues a partir de
celles-ci.

Selon leur taille, elles apparaissent brillantes ou opaques. Cette différence de compor-
tement est interprétée par une absorption des électrons dans la fibre ou par des chocs au
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cours desquels les électrons concernés perdent toute relation de phase avec ceux diffusés
élastiquement et ne contribuent ainsi plus a la formation d’'une image cohérente. L’impor-
tance de ce phénomene est proportionnel a la taille du matériau a traverser.

Fibres transparentes Lorsque les fibres sont suffisamment fines (de diametre inférieur
a 1 ou 2 nm), le faisceau électronique peut les traverser sans perdre une part importante
de son intensité. Ces fibres apparaissent alors transparentes.

La figure 1.8 montre I'observation d’une fibre de carbone de 1.4 nm de diametre, qui
apparait transparente. On y percoit la résolution du microscope qui est d’environ 0.5 nm.
En effet, chaque point de I'image correspond a une moyenne de la transmission a travers
I’objet sur une petite région de 0.5 nm de rayon entourant le point de ’objet correspondant
au point de I'image. C’est pour cette raison que les bords de la fibre apparaissent gris sur

0.5 nm puisque la région sur laquelle se fait la moyenne contient une partie en dehors de
la fibre.

Fic. 1.8 — De haut en bas: figure de diffraction de type Fresnel obtenue avec une fibre
de carbone de 1.4 nm de diametre; une simulation par le formalisme de Kirchhoff; la
projection géométrique, a partir de la source virtuelle, du modéle servant a la simulation.
La tension est de 300 V.
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Pour des telles dimensions, I'influence de la fibre elle-méme sur les électrons devient
comparable a celle du champ électrique environnant. Ce dernier a tendance a attirer les
électrons vers la fibre (effet de sucking-in). Un modele plus élaboré est nécessaire pour tenir
compte de cet effet.

Fibres opaques Pour des largeurs de fibre supérieures a 2 nm, c’est-a-dire pour des
largeurs dépassant le libre parcours moyen des électrons (inférieur a 1 nm) dans les fibres,
celles-ci deviennent opaques au faisceau. La figure 1.9 montre une fibre épaisse (opaque)
qui se scinde en deux fibres plus fines (transparentes).

F1G. 1.9 — Séparation d’une fibre de carbone épaisse (opaque) en deux fibres fines (trans-
parentes).

La littérature s’accorde pour donner au libre parcours moyen des électrons dans un
matériau organique des valeurs comprises entre 0.5 et 1 nm pour des énergies comprises
entre 100 et 300 eV (voir références [49, 50]). En utilisant les expressions recommandées
[51] pour les matériaux organiques et la densité volumique du carbone (3.516 10 kg/m?)
[52], le libre parcours moyen des électrons dans les matériaux organiques peut étre estimé
par:

49
A[nm] =028 | + 0.11EY/2 (1.7)

ou I'énergie E est en eV. Cette équation fournit des valeurs proches de 0.5 nm pour des
énergies comprises entre 200 et 300 eV. Notons que ces valeurs correspondent a des mesures
effectuées sur des solides. Il est normal que les valeurs observées en microscopie a projection
soient supérieures, puisque les électrons ont ici la possibilité de s’échapper par le coté.
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Observation de polymeres

Les images obtenues avec des polymeres sont plus complexes que celles obtenues avec
des fibres. Un exemple de ces images est donné a la figure 1.10. Des oscillations périodiques
sont observées sur la longueur des superstructures formées par les polymeres (avec une
période typique de 5 nm). L’interprétation de ces images nécessite une description précise
du champ électrique entourant les molécules.

5 nm

F1G. 1.10 — Diffractogramme d’une superstructure formée par des polymeéres provenant d’un
mélange de polysulfone de bis-phenol-A (95 %) et de polyvinylpyrrolidone (5 %).

Observation de champs magnétiques

Des champs magnétiques ont été observés autour de particules de FezOy4 [53, 54] de
quelques dizaines de nm? présentant un seul domaine magnétique, ainsi que sur des surfaces
en escalier. Des transitions entre ferromagnétisme et superparamagnétisme ont pu étre
observées. Nous avons reproduit a la figure 1.11 I'observation d’'un agrégat de particules
magnétiques.

Les franges caractéristiques des champs magnétiques apparaissent claires, généralement
perpendiculaires a la surface des particules, suivant les trajectoires supposées du champ
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Fi1c. 1.11 — Image d’un agrégat de particules magnétiques.

magnétique. L’espacement entre ces franges est régulier dans des régions de champ constant.
Leur forme exacte varie avec la position relative du faisceau incident. Les ombres de ces
particules sont moins marquées que celles de particules non magnétiques.

Ces affirmations sont confirmées par un modele utilisant les intégrales de Kirchhoff.
Selon ce modele, le champ magnétique induit une différence de phase entre les trajectoires
passant par deux points voisins dans ce champ, proportionnelle a son intensité. Les calculs
montrent qu’il est possible de détecter des variations de phase supérieures a 27 /50 et qu’une
variation brutale de phase de 27/10 donne le méme contraste qu'un objet opaque. Il est
ainsi possible de détecter des champs magnétiques de 0.5 Tesla sur des particules de 10 nm
de coté.

Le FPM s’avere donc tres sensible aux champs magnétiques. Cette sensibilité s’explique
par le caractere essentiellement ponctuel de la source. Les conditions limites de plusieurs
faisceaux électroniques arrivant au méme point de 1’écran sont tres bien définies (puisque
le point de départ est le méme). Pour une configuration donnée du systéme pointe-objet-
écran, les variations de phase, qui déterminent les franges observées, sont liées uniquement
aux caractéristiques de 1’objet.

1.3.4 Perspectives

Comme nous 'avons vu, le Microscope a Projection de Fresnel donne des images forte-
ment corrélées a une simple projection géométrique. Cette technique fournit en une seule
étape une image complete de la partie de I’échantillon située dans le faisceau électronique.

Des chaines de polymeres et d’ARN ont pu étre visualisées. Ces observations permettent
d’analyser I'organisation de ces molécules apres I’évaporation du solvant. Cette organisation
n’est pas influencée par la présence d'un substrat comme en STM, mais est observée dans
un milieu (le vide) qui ne présente pas les mémes conditions physico-chimiques que celles
propres aux milieux aqueux. Cet outil donne cependant acces a de nombreuses applications
intéressantes en biologie.
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L’observation de structures périodiques dans certains polymeres ou tubules de carbone
permet de vérifier les propriétés prédites par les calculs de potentiel [55, 56]. Cet instru-
ment est également tres sensible aux champs magnétiques et offre ici aussi des possibilités
d’observation particulierement intéressantes. Enfin, la structure ouverte du montage laisse
la possibilité de manipuler I'objet étudié [15].
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Chapitre 2

Théories

2.1 Introduction

Il existe beaucoup de théories pour expliquer I’émission de champ a partir de corps
métalliques [57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67]. Une modélisation du Microscope
a Projection de Fresnel ne peut cependant se contenter d’une description du phénomene
d’émission, mais doit inclure une modélisation des phénomenes de diffraction qui suivent
I’émission. Cette derniere partie nécessite un modele de diffusion en 3 dimensions, ce qui
exclut directement les modeles a une dimension, comme les approximations WKB; les frac-
tions continues,... Nous présenterons différents modeles qui rendent compte des phénomenes
de diffraction ultérieurs a ’émission, souvent au détriment d’'une description précise de ce
phénomene de départ.

Nous commencerons par les théories les plus simples. Le premier modele, basé sur les
intégrales de Kirchhoff, fera I'objet d’une plus longue attention, étant donné les nombreux
renseignements qu’il nous donne sur 'interprétation des images.

Les autres techniques seront celles utilisées principalement en STM, étant donné la
similitude de configuration avec le FPM. Nous nous limiterons a une présentation critique
de méthodes basées sur les fonctions de Green, la méthode des éléments finis et enfin la
méthode des matrices de transfert.

Une derniere partie sera consacrée a notre méthode, afin de la situer par rapport aux
autres techniques, de voir en quoi elle les améliore et comment elle integre les avantages
de chacune.

2.2 Modeles en diffusion simple

La plupart des techniques de simulation supposent l’existence d’une onde incidente
sphérique. Les conséquences de la géométrie de la pointe, de la terminaison atomique et
du potentiel accélérateur sont ainsi comprises dans les hypotheses de départ.

Les modeles que nous présenterons dans cette section correspondent a une théorie de
Green dans un espace vide et ne tiennent pas explicitement compte du potentiel accélérateur.
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On peut toutefois considérer que son effet est grossierement inclus dans la position du point
source, qui doit correspondre au point de projection virtuel. Notons a ce sujet que les ondes
sphériques sont solutions uniquement dans un espace vide (a potentiel constant) a 'excep-
tion d’une source ponctuelle. L’onde incidente, sous l'effet d'un champ accélérateur, ne
peut donc certainement pas rester sphérique.

Le fait que ces théories donnent malgré tout des résultats satisfaisants confirme la
justesse des idées de départ, a savoir I’émission d’une onde a caractere sphérique depuis la
nanopointe.

2.2.1 Théorie de Fresnel-Kirchhoff

Cette théorie [68, 69, 70], empruntée a l'optique, réduit I'objet & une surface décrite
par un coefficient de transmission. La base de la méthode est le principe de Huygens que
nous retrouverons ultérieurement dans le formalisme de Green. Cette méthode est basée
sur la formule de Fresnel-Kirchhoff [71], ot 'onde incidente et sa dérivée sont conservées
dans l'objet et annulées a coté. La fonction d’onde diffusée en un point r de ’écran, pour
une onde incidente de forme sphérique et d’amplitude ¥, est la suivante :

\J
Uy(r) = *0// , T'(0,90) B(70,Y0)
A objet

ou A est la longueur d’onde associée a ’onde incidente, k la norme de son vecteur d’onde,
r'to Un vecteur reliant le point source au point considéré de 1'objet, ros un vecteur reliant
celui-ci au point r de I’écran, n un vecteur unitaire normal & la surface, B(zg,yo) une
fonction permettant de moduler la distribution angulaire du faisceau incident au niveau de
I'objet et enfin T'(x,yo) la fonction de transmission de ce dernier. Les grandeurs vectorielles
invoquées sont représentées a la figure 2.1.
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Fi1Gc. 2.1 — Géométrie du systeme source-objet-écran.

Fonction de transmission homogene

Certains objets, comme des fibres, peuvent étre décrits adéquatement par une fonction
de transmission homogene. Celle-ci peut prendre des valeurs comprises entre 0 et 1 selon
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le degré de transparence souhaité. Avec des approximations justifiées par I'importance des
distances source-objet et objet-écran par rapport aux autres dimensions caractéristiques
du probleme, le formalisme de Kirchhoff montre que I'image a grande distance présente
les caractéristiques essentielles d'une projection géométrique a partir du point source, a
condition que I'onde incidente garde un caractere sphérique sur I’étendue de 'objet. Cette
condition n’est plus vérifiée lorsque 1'objet est trop éloigné de la source.

Cette diffraction dirigée préférentiellement dans une direction s’explique par l'inho-
mogénéité du faisceau incident sur 1'objet. Les interférences entre les ondes diffusées a
partir du voisinage immédiat d'un point donné rq de ’objet ne sont constructives que dans
une direction pour laquelle la phase de ces ondes présente un minimum de variations. Ces
ondes diffusées étant proportionnelles a 'onde incidente, cette interférence constructive se
fera dans la direction pour laquelle ’onde incidente en ce point rqg présente elle-méme un mi-
nimum de variations, c’est-a-dire la direction correspondant a une projection géométrique
a partir du point source. Etant donné la forme sphérique de ’onde incidente, la phase dans
le plan contenant ’objet et parallele a I’écran augmente comme le carré de la distance a ce
point rg. Seuls les points associés a une phase suffisamment proche de celle correspondant
au point en question peuvent participer a une interférence constructive. Compte tenu de
la variation rapide de la phase, ceux-ci sont restreints a une zone réduite de sorte que le
faisceau diffusé n’emporte qu'une information locale. La région participant a cette informa-
tion locale correspond a la résolution du microscope. Il s’avere que les points situés a une
distance donnée par la limite de résolution due a la diffraction Ay présentent un déphasage
de /4. Cette distance Ad marque donc la limite des points pouvant interférer de maniere
constructive. Des points situés a une distance double sont en opposition de phase. Ces
commentaires confirment ’analyse faite au chapitre 1. Rappelons que cette limite Ay est
toujours inférieure a la longueur de cohérence transverse au niveau de 1'objet, grace aux
dimensions des nanopointes.

Quand 'onde incidente est homogene au niveau de I'objet, ce qui est le cas lorsque la
source est tres éloignée ou étendue, la diffraction est de type Fraunhofer et implique une
participation globale de 'objet quelle que soit la direction de diffusion. L’image de 'objet
correspond alors a sa transformée de Fourier.

Fonction de transmission inhomogéne pour une description des champs électriques
et magnétiques

De maniere générale, la fonction de transmission de 'objet peut étre écrite comme :
T'(wo,y0) = exp(—a(zo,y0) + i&(x0,Y0)) (2.2)

La fonction £ permet d’incorporer dans le formalisme 'action des champs électriques et
magnétiques. La différence de phase entre deux électrons qui empruntent des trajectoires
différentes entre deux points limites est donnée par [72]:

A€ = %j{x/dt - %//B.dS (2.3)
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ou les intégrales sont effectuées sur le contour (pour le potentiel V') et la surface (pour
I'induction magnétique B) définie par les deux trajectoires considérées. Cette relation est
utilisée pour définir la différence de phase a attribuer entre deux points de l'objet en
considérant des trajectoires reliant la source électronique au point d’observation sur I’écran
et passant par les points de l'objet en question.

Cette notion de trajectoire n’est pas claire dans un contexte ondulatoire. Elle permet
cependant de comprendre comment la distribution des champs influence la formation des
franges. A nouveau, une interférence constructive se fera a partir d’'un point donné de
I'objet dans une direction telle que la phase présente un minimum de variation avec les
points voisins. Dans le cadre de ce formalisme, une interférence constructive a partir d’un
point donné se fera préférentiellement avec ’ensemble des points appartenant a l'isosurface
de £ passant par le point en question.

Lorsque seuls des champs électriques sont présents, cette isosurface correspond aux
équipotentielles de V. En effet, on peut imaginer que ’électron emprunte différents che-
mins entre le point source et un point donné de 1’écran, a condition que ces chemins cor-
respondent aux mémes conditions limites (position et temps au départ et a larrivée). Les
chemins intervenant dans I'intégrale ¢ Vdt doivent donc correspondre au méme intervalle
de temps et s’ils se situent sur une équipotentielle, I'intégrale est nulle. Cela montre que
les franges d’interférence sont dirigées dans les directions données par les équipotentielles
en ’absence de champ magnétique.

Lorsque seuls des champs magnétiques sont présents, les isosurfaces de & suivent les
lignes du champ d’induction magnétique B. En effet, I'intégrale [ B . dS fait intervenir la
composante de B normale a la surface considérée. Si B est entierement contenu dans cette
surface, cette composante est nulle et par conséquent l'intégrale aussi. Cela montre que les
franges d’interférence sont dirigées selon les lignes d’induction magnétique en 1’absence de
champ électrique.

La critique essentielle de cette méthode est la réduction de 'objet a une surface de
transmission supposée connue. On néglige de cette facon les effets dis a la distribution
tridimensionnelle de I'objet, comme les diffusions multiples, les ondes stationnaires pou-
vant s’établir dans 'objet, ... Cette méthode est difficilement applicable pour traiter de
véritables distributions de champs électriques ou magnétiques, mais donne une correspon-
dance intéressante entre les champs et les franges de diffraction.

2.2.2 Théories de diffusion a partir de sites atomiques

Certaines techniques de modélisation [13] utilisent un développement de la fonction
d’onde en ondes sphériques centrées autour des atomes constituant ’objet étudié. A chaque
site atomique est associé un pouvoir diffuseur ponctuel. Les phénomenes de diffusions
multiples, qui interviennent a partir de plusieurs plans atomiques dans 1’objet, ne sont pas
considérés.

Ces modeles tiennent compte de la distribution spatiale de I'objet diffusant mais le
processus de diffusion est fortement simplifié puisque, d’une part la diffusion multiple est
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négligée et d’autre part, compte tenu de I’énergie des électrons incidents, ceux-ci inter-
agissent avec 1’ensemble du potentiel entourant les molécules observées, et ne se réduisent
donc pas a une interaction avec un ensemble de diffuseurs ponctuels.

Des modeles plus élaborés [73] et basés sur les mémes idées permettent d’incorporer le
nuage électronique dans la description et de traiter la diffusion multiple.

2.3 Modeles en diffusions multiples

A partir de quelques couches atomiques dans 1'objet, il est nécessaire de tenir compte
des phénomenes de diffusions multiples. Nous allons considérer les méthodes par fonctions
de Green, par éléments finis et par matrices de transfert qui permettent ce traitement.

2.3.1 Meéthode des fonctions de Green

L’équation de Schrodinger indépendante du temps
h2
l—szf + Vo(r) + Vp(r)] U(r) = EV(r) (2.4)

peut étre résolue par cette méthode a condition de connaitre la solution Wo(r) de cette
équation lorsque V,(r) = 0 et la fonction de Green Gy(r,r’,E) solution de:

[E + ;TLVE - Vo(r)] Go(r,x E) =6(r — 1'|) (2.5)

et satisfaisant les conditions de continuité ainsi que les conditions frontieres de la fonction
d’onde. Pour un potentiel non perturbé Vy(r) = 0 et des conditions limites correspondant
au vide (annulation de la fonction d’onde et de ses dérivées a l'infini), la fonction de Green
a pour expression :

m 1 iy ) 2RE |r—r/|

G "E) = ——— n2
o(r',E) omh? |r — /|

(2.6)

La solution de I’équation de Schrédinger complete peut alors s’exprimer par 1’équation de
Lippmann-Schwinger :

U(r) = Wo(r) + / / / dv' Gy (v, E)V, (') (r') (2.7)

Cette méthode est tres intéressante lorsque le potentiel perturbé V,(r) est restreint a
une petite région de 'espace. Elle nécessite cependant une résolution autoconsistente de
la fonction d’onde dans la région ou V,(r') # 0 (appelée diffuseur). Selon la méthode de
Fredholm [74, 75], cette solution peut étre approchée par une discrétisation du diffuseur.
Les dimensions des cellules de discrétisation doivent étre inférieures a la longueur d’onde
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associée a E. Une fois la solution connue dans le diffuseur, elle peut étre propagée en un
point quelconque en utilisant ’équation 2.7.

Cette étape de résolution de la fonction d’onde dans le diffuseur, par discrétisation de
I'espace, nécessite I'inversion d’une matrice dont le nombre de lignes/colonnes est donné
par le nombre de cellules de discrétisation. Pour un diffuseur peu localisé, la taille mémoire
nécessaire a l'application de la méthode devient vite excessive.

Plusieurs solutions existent pour réduire la taille du diffuseur a considérer. La solution
évidente consiste a placer la plus grande partie du potentiel dans le terme Vj, dans la
mesure ol l'on est toujours capable de calculer la fonction de Green associée. Dans le
cadre du FPM, une barriere de potentiel triangulaire [76] réduit le diffuseur a la pointe et
a la molécule observée.

Une solution de simplicité consiste a passer 1’étape d’inversion et prendre comme fonc-
tion d’onde dans le diffuseur 'expression de 1'onde incidente. On se place alors dans le
cadre de la premiere approximation de Born et on néglige les diffusions multiples qui ap-
paraissent pour un objet de plus de quelques couches atomiques. Une telle méthode a été
appliquée au FPM [77]. Pour une onde incidente plane dans le métal, on reproduit bien
I’émission électronique a partir de la pointe, mais il faudrait considérer au minimum une
diffusion double pour que 'onde incidente au niveau de I'objet ait un caractere sphérique.
Dans le cadre de la premiere approximation de Born, ’onde incidente au niveau de l'objet
est plane et les figures de diffraction obtenues sont de type Fraunhofer.

Une simplification supplémentaire du probleme consiste a remplacer le systéeme métal-
pointe par une source ponctuelle. Associés a la premiere approximation de Born, ces
modeles sont ceux exposés a la section 2.2.

Des simplifications moins fortes sur la forme de I'onde incidente sont possibles. Kreuzer
[78, 16], par un développement de 1'onde incidente en coordonnées sphériques, laisse la
possibilité a I'onde incidente de n’étre pas strictement sphérique, mais ne précise pas la
forme exacte de celle-ci. L’objet est réduit a un ensemble de points diffuseurs, centrés sur
les noyaux atomiques. Le prix de ce raffinement de I’onde incidente est une augmentation
de la taille du systeme a résoudre, puisque le nombre de lignes/colonnes de la matrice a
inverser devient le produit entre le nombre d’atomes constituant 1'objet et le nombre de
fonctions de base nécessaires au développement de la fonction d’onde.

Des méthodes plus raffinées pour la résolution des équations de Lippmann-Schwinger
existent. La méthode des propagateurs généralisés [79, 80, 81, 82, 83] permet d’introduire
les cellules constituant le diffuseur I'une apres 'autre. Cet algorithme remplace I'inversion
brutale de la matrice considérée jusqu’ici par des étapes successives. En général, la méthode
gagne en stabilité par rapport a une inversion de matrice directe mais un examen attentif de
I’algorithme montre qu’'une matrice de taille équivalente a celle obtenue sans application de
cette technique est nécessaire au départ. Une autre facon d’aborder le probleme consiste a
remplacer I'inversion de matrice par une résolution de systeme, lorsqu’un seul état incident
Uy(r) (ou un nombre inférieur & la dimension de la matrice) doit étre considéré. Cette
derniere approche est la plus stable.
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Une méthode efficace pour réduire la taille du systeme a inverser consiste a tenir compte
de symétries présentes dans le probleme. Dans le cadre du FPM, le systeme peut étre
caractérisé par la présence d’'un axe central d’ordre n (qui laisse le systéme invariant apres
rotation autour de cet axe d’un angle de 27 /n). La matrice a inverser devient bloc-circulante
[84, 85, 86] et réduit la dimension des matrices & inverser de n.

Dans cet ordre d’idées, un systeme de coordonnées bien adapté peut réduire la taille des
matrices a inverser [87]. Ainsi, en coordonnées cylindriques, seules certaines composantes
de la fonction d’onde doivent étre considérées, les autres contribuant de fagon négligeable
a la solution.

Enfin, il est possible de restreindre la diffusion dans le diffuseur a des cellules voisines.
La matrice a inverser devient ainsi bande-diagonale, ce qui réduit quelque peu les ressources
nécessaires. Pour une cellule donnée, le nombre de cellules voisines a considérer (et donc le
nombre de bandes dans la matrice) reste cependant élevé.

Pour fixer les idées sur la taille mémoire nécessaire a ’application de cette méthode en
FPM, nous considérerons un systeme perturbatif réduit a la pointe elle-méme, dans le cas
le plus favorable, a savoir une pointe a symétrie axiale avec un systeme de coordonnées
cylindriques adapté & cette symétrie. A 50 V, la longueur d’onde X est d’environ 1.5 A.
Nous devons discrétiser 10 x 20 A2 avec des éléments de surface de A/4 de c6té. Le nombre
de cellules de discrétisation est d’environ 1400. Pour des nombres complexes en simple
précision, la matrice a inverser est de 15 Mb. Pour des situations plus habituelles, qui ne
sont pas caractérisées par une symétrie axiale, une description en coordonnées cartésiennes
conduit a l'inversion d’une matrice de 170 GB! Selon la description du probleme, qui
dépend des symétries exploitables, la taille de la matrice a inverser est comprise entre
ces deux extrémes, pour la pointe uniquement. Notons cependant que quelques couches
atomiques suffisent a représenter la nanopointe dans une simulation. La taille des matrices a
considérer est alors moins importante, mais atteint les valeurs données lorsque les éléments
a discrétiser occupent un volume de (20 A)3.

2.3.2 Méthode des éléments finis

Dans le cadre du STM, le principe de cette méthode consiste a développer la fonction
d’onde, pour chaque état incident dans le métal, suivant un nombre fini N de fonctions de
base connues ®;(r):

U(r) = Uine(r) + Z U;®y(r) (2.8)

Ces fonctions de base contiennent les états réfléchis dans le métal d’incidence, les états
transmis dans le métal situé en face, des solutions analytiques dans les régions ou le po-
tentiel le permet et enfin des fonctions de base localisées sur un maillage dans les régions
ou le potentiel nécessite un traitement numérique. Elles sont construites de maniere a limi-
ter leur recouvrement sur des mailles adjacentes. Ces fonctions, leurs dérivées premieres et
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croisées selon les différents axes de coordonnées doivent étre continues, afin de respecter les
conditions de continuité imposées a la fonction d’onde et faciliter le calcul des intégrales de
recouvrement. En chaque point du maillage, deux fonctions de base par dimension spatiale
suffisent.

La discrétisation des états incidents, réfléchis et transmis est réalisée en imposant cer-
taines conditions frontieres. Dans un modele de STM basé sur une symétrie axiale du
potentiel [88, 89, 90], cette discrétisation est obtenue en imposant aux électrons de rester
a I'intérieur d’'un cylindre de rayon fixé.

Les coefficients inconnus ¥; sont déterminés en résolvant matriciellement le systeme
algébrique suivant :

D Vi |(H = E)| @) = = (0 [(H — E)| Pinc) (2.9)

ou H = —%Vz + V(r) est 'hamiltonien du systeme. Pour des expressions simples des
fonctions de base, le calcul des éléments de la matrice a inverser présente peu de difficultés.

Comme dans la méthode par fonctions de Green, la résolution de ’équation de Schrodin-
ger revient a la résolution d’un systeme dont la dimension est fixée par le nombre total de
fonctions de base. Pour un méme potentiel a traiter, les matrices a considérer sont plus
grandes que par la méthode des fonctions de Green. En effet, bien que la résolution du
maillage soit équivalente, a chaque point de celui-ci sont associées plusieurs fonctions de
base (2NV4™  Ndim étant le nombre de dimensions) auxquelles s’ajoutent les fonctions de
base dans les régions d’incidence et de transmission. Cependant, a cause du recouvrement
limité a des mailles adjacentes, cette matrice présente une structure en bandes qui allege
fortement les conditions de stockage et de résolution. En effet, pour la méme grille décrivant
la pointe en coordonnées cartésiennes, le stockage des bandes de la matrices correspondant
aux fonctions de base localisées sur les points de la grille nécessite 660 MB (c’est-a-dire
1000 fois moins que par la méthode par fonctions de Green). En cas de symétrie axiale, le
stockage nécessite 875 KB (environ 20 fois moins que par la méthode précédente). Une telle
structure ne peut étre atteinte en formalisme de Green avec le méme degré de précision.

Lorsque la matrice est inversée, elle devient utilisable pour toutes les ondes incidentes.
Notons que le formalisme de Green offre cette possibilité aussi, pour des électrons d’énergie
donnée. Ce formalisme est cependant moins adapté que celui par fonctions de Green pour
propager la solution depuis le diffuseur jusqu’a une distance lointaine, comme cela doit se
faire dans une simulation du FPM.

L’efficacité de cette méthode est principalement alourdie par I’estimation qu’elle donne
de la fonction d’onde dans le diffuseur. Cette estimation exige la résolution d’un systeme

de taille trop importante pour que nous considérions cette méthode dans un modele de
FPM.
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2.3.3 Meéthode des matrices de transfert

Un calcul de fonction d’onde dans le diffuseur présente un intérét, mais alourdit forte-
ment les calculs. Les méthodes par matrices de transfert ne donnent a aucun moment une
estimation de ces valeurs et se contentent de fournir une expression de la fonction d’onde
en dehors du diffuseur. Comme dans la méthode par éléments finis, les états incidents,
réfléchis et transmis sont quantifiés. La méthode par matrices de transfert ne fournit que
les états transmis et réfléchis, pour chaque état incident.

Pour y parvenir, on considere chaque état sortant séparément. Les valeurs de la fonction
d’onde et de ses dérivées sont ainsi fixées en sortie de la zone de diffusion (2 = D). Une
méthode numérique quelconque est alors utilisée pour propager ces valeurs jusqu’a l'entrée
de la zone de diffusion (z = 0), ou la fonction d’onde est décomposée en états incidents et
réfléchis. On obtient ainsi un ensemble de solutions:
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Etant donné la linéarité de I’équation de Schrodinger, ces solutions peuvent étre com-
binées pour donner le résultat souhaité:
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Cette méthode a permis une simulation efficace du STM [91, 92]. Elle est beaucoup plus
économe que les deux méthodes précédentes, car la taille des matrices a inverser ne dépend
que du nombre de fonctions de base utilisées en dehors du diffuseur et pas du nombre
de mailles nécessaires pour représenter le potentiel dans celui-ci. Ici aussi une résolution
de systeme peut remplacer 'inversion de matrice lorsqu’une partie seulement des solutions
U, (r) est souhaitée. Reprenons I'exemple de la pointe. Fixons les états de base en imposant
aux électrons d’étre enfermés dans un cube de 60 A de coté (ce qui est beaucoup par rapport
au diametre de la pointe, qui n’est que de 20 A). Pour une longueur d’onde de 1.5 A, le
nombre d’états de base est de 1600 et la matrice & inverser ne fait ”que” 20 MB (a comparer
avec 170 GB (Green) et 660 MB (éléments finis)). Dans le cas d'une symétrie axiale, les
20 MB se réduisent a 3 KB (a comparer avec 15 MB (Green) et 875 KB (éléments finis)).
Notons qu’un cube de 60 A de coté peut contenir plus qu’une pointe de 20 A de diametre,
mais que la validité des résultats fournis dépend de celle de 'hypothese de confinement
dans le volume de 60 A de coté. La taille croissante du faisceau extrait remet en question
cette hypothese a partir d'une certaine distance de la pointe.
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Cette méthode présente des problemes d’instabilités a cause de 1'étape de propaga-
tion numérique a travers le diffuseur et I'étape d’inversion. En effet, cette formulation
du probleme implique l'inversion d’une matrice qui contient la transmission a travers
une barriere de potentiel d’états associés a des valeurs d’énergie normale £ — %k’? / tres
différentes. La condition de la matrice a inverser est donnée par le rapport entre 'amplitude
de transmission maximale et minimale. Pour une distance entre le support de la pointe et
la grille de 60 A, cette condition vaut environ e?/**P = 10'° En double précision, le
nombre de chiffres significatifs n’est que de 15 ...

Enfin, comme la méthode par éléments finis, celle-ci est mal adaptée pour propager la
fonction d’onde en sortie du diffuseur sur une grande distance.

2.4 Notre méthode

Il est intéressant a ce stade de montrer comment notre méthode [93, 94| se situe par
rapport a ces trois derniers modeles et comment elle a su profiter des avantages de chacun.

Ces modeles nous ont montré a quel point il est utile de tenir compte des symétries
éventuellement présentes dans le probleme. La symétrie axiale est une condition qui res-
treint fortement les systemes pouvant étre traités. Nous relacherons cette condition en
supposant la présence d'un axe de symétrie d’ordre n, laissant le systeme invariant apres
une rotation de 27 /n autour d’'un axe central. Cette condition n’empéche pas de traiter
des situations quelconques pour lesquelles n = 1. Comme dans le cas axial, une description
en coordonnées cylindriques s’impose.

Le calcul de diffusion proprement dit nécessite un minimum de place mémoire lorsqu’il
est traité par matrices de transfert. Notre modele se place ainsi dans cette méthodologie.
La quantification des états incidents, réfléchis et transmis se fait comme dans un modele
de STM par éléments finis [88, 89, 90|, en imposant aux électrons de rester confinés a
I'intérieur d'un cylindre de rayon donné.

Les problemes de stabilité ont été maitrisés sur deux plans. L’étape de propagation des
ondes, qui précede I'inversion de matrice (dans un contexte ou toutes les solutions corres-
pondant a chaque état incident possible sont utilisées), se fait de maniere exacte, moyennant
I’hypothese que le potentiel varie en escaliers. Cette hypothese est faible, puisqu’il suffit de
prendre des paliers suffisamment petits, et évite les méthodes numériques classiques. En-
suite, ’étape d’inversion de la matrice finale, qui entraine une perte complete des chiffres
significatifs, est remplacée par plusieurs inversions de matrices exprimant des résultats
intermédiaires mais mieux conditionnées. Cette derniere étape est due a la méthode des
tranches introduite par Pendry [95, 96]. Cette technique consiste a diviser la région de dif-
fusion en plusieurs sous-régions adjacentes, a calculer les matrices de transfert de chaque
tranche et a les combiner pour obtenir celles du systeme complet. Un modele exprimant
la précision des matrices obtenues par cette méthode a été développée dans ce travail. Il
permet de prévoir avant tout calcul la précision du résultat final.

Les matrices de transfert sont habituellement carrées. Nous avons développé la méthode
en permettant le traitement de situations dont la représentation implique des matrices
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rectangulaires.

Finalement, le formalisme de Green est le mieux adapté pour propager les fonctions
d’onde sur une grande distance. Notre méthode emprunte a cette théorie cet avantage, en
propageant les ondes sortant du diffuseur, telles que calculées par matrices de transfert,
selon le principe de Huygens obtenu dans le formalisme de Green.



2.4 Notre méthode
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Chapitre 3

Théorie de diffusion électronique par
un potentiel réel

3.1 Introduction

Le probleme que nous avons a traiter comporte trois parties: le support métallique
de la pointe, la région entre la surface de ce support et la grille conductrice et enfin la
région s’étendant au-dela de cette grille jusqu’a I’écran. Nous désignerons ces trois régions
respectivement par région I (z < 0), II (0 < z < D) et III (2 > D). Ces trois régions sont
représentées a la figure 3.1.

Fic. 3.1 — Disposition des trois régions intervenant dans notre modéle.

Nous supposerons le support métallique délimité par le plan z = 0 et occupant l'espace
z < 0. Le métal dans cette partie du probleme sera décrit par un modele d’électrons libres et
caractérisé par des valeurs empiriques de 'énergie de Fermi (Fr) et du travail d’extraction
La région intermédiaire II contient la pointe et l'objet observé. L’énergie potentielle
dans cette région dépend du probleme considéré. Nous supposerons simplement que cette
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distribution de potentiel reste invariante sous I’action d’une rotation de 27/n autour de
I’axe central z. Cette hypothese est vérifiée par la structure atomique des nanopointes
que nous considérerons par la suite (ou n=3) ainsi que par les objets que nous étudierons
(on n=2). Elle n’entraine aucune perte de généralité puisque le cas n=1 permet de traiter
toutes les situations.

La région III correspond au vide entre la grille conductrice et I’écran. Nous supposerons
I’écran au méme potentiel que la grille, de sorte que I’énergie potentielle dans cette région
est constante. Nous poserons cette constante égale a 0. Avec cette convention, ’énergie
potentielle dans la région I est alors V,,,.; = eV — W — Er, ol —e est la charge de 1'électron
et V la tension appliquée entre la grille et le support métallique.

Ep
|
Wl ______
Ep| I 1 111
0 Oz

F1G. 3.2 — Energie potentielle dans les trois régions du modele.

La région I est parcourue par un tres grand nombre d’électrons. Certains de ceux-ci
parviennent a s’échapper du métal, en traversant par effet tunnel la barriere de potentiel
représentée schématiquement a la figure 3.2. Ces électrons sont diffusés dans la région II
avant de se propager librement dans la région III jusqu’a 1’écran. L’image observée sur
cet écran est due a la contribution de chacun de ces électrons. Le but de ce chapitre est
de présenter une méthode permettant de reproduire cette image, dans le cas ou I’énergie
potentielle ne prend que des valeurs réelles.

Nous chercherons dans un premier temps une représentation de la fonction d’onde bien
adaptée aux conditions de ce probleme. Nous examinerons ensuite ce que devient I’équation
de Schrodinger dans cette représentation ainsi que les méthodes numériques qui permettent
de la traiter. Nous nous servirons alors de ces méthodes pour établir un ensemble de solu-
tions qui correspondent aux conditions de diffusion (c¢’est-a-dire des solutions qui décrivent
la transmission et la réflexion d’électrons incidents dans la région I). Ces solutions seront
utilisées pour calculer la densité de courant totale a 1’écran.
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3.2 Représentation de la fonction d’onde

Puisque nous souhaitons une théorie de diffusion capable d’exploiter un axe de symétrie
central, il est nécessaire de choisir une représentation bien adaptée. Les coordonnées cylin-
driques s’'imposent d’elles-mémes. Elles décrivent en effet idéalement la surface du métal, la
grille ainsi que la pointe qui en premiere approximation peut étre réduite a un cone. Notons
donc p (distance a l'axe central) et ¢ (angle azimutal) les coordonnées complémentaires a
z.

3.2.1 Fonctions de base pour un espace infini

Afin de comprendre l'utilité des hypotheéses que nous poserons par la suite, com-
mencons par établir un développement de la fonction d’onde valable dans tout 1’espace. Le
développement que nous choisissons est le suivant :

+oo “+00
> ()= 3 [ dhy s, (lmky > (3.1)
m=—oov0

Dans ce développement, nous avons séparé la dépendance en z, qui devra étre déterminée
par la suite, de la dépendance en p et ¢, qui est décrite de maniere analytique par des
fonctions de base. Les oscillations de la fonction d’onde sont donc a partir de ce point par-
faitement décrites dans deux dimensions de ’espace. Ces fonctions de base sont données

par:

k .
< pdlmkyy >= LT ko)™ (3.2)

ou J,, désigne les fonctions de Bessel de premiere espece. Les fonctions présentes dans ces
expressions ont chacune un comportement régulier dans tout 1’espace.

Pour s’assurer de la qualité de la représentation, commencons par vérifier la complétude
de la base |m,k,, > par rapport a p et ¢. La base est complete si elle vérifie:

+OO JrOO
1p7¢ = Z /O dk‘//]m,k// >< m,k://| (3.3)
En utilisant les relations:
1 =
Mo—¢) = 5 > eme? (3.4)
T m=—oc
“+oo
Sp—=p) = p [ dkyky Tk p) () (3.5)
I’équation 3.3 fournit le résultat correct suivant :
1
< polp' ¢ >= ;5(¢ —¢)o(p—¢') (3.6)

qui confirme la complétude de la base.
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Par ailleurs, en utilisant les relations:
1 2m . ,
St = — / dpeim=m"® (3.7)
27 Jo
+oo
ks = Kp) = kyy [ dppdnkyp) () ) (38)
on établit facilement le résultat suivant :
< m,k//]m',k;/ >= (Sm,mlé(k// — k///) (3.9)

qui montre que la base est orthonormale.

En utilisant cette propriété, on déduit I'expression des coefficients du développement :

P, (2) = <mky|¥ > (2)

k// +o0o 27 imo
B %/o dpp | dpJum(kyyp)e™ " W (p,d,2) (3.10)

Une expression du type 3.1 permet donc de décrire la fonction d’onde de maniere
complete. Malheureusement, l'indice k,, est continu et la représentation est ainsi mal
adaptée a un traitement numérique. Par ailleurs, les coefficients 3.10 décrivent une dis-
tribution (chacun d’eux diverge!) et ne peuvent étre manipulés en dehors de l'expression
3.1. Ces problemes peuvent étre résolus en imposant une quantification de 'indice k.

3.2.2 Fonctions de base pour un espace restreint

On peut forcer une discrétisation du continuum d’indice k,, en imposant a la fonction
d’onde de rester confinée dans un espace restreint. Etant donné la géométrie cylindrique
envisagée jusqu’ici, nous choisirons comme espace de confinement un cylindre centré sur
I’axe 2z et de rayon R. La figure 3.3 illustre cette hypothese de confinement, que nous posons
uniquement dans les régions I et II.

Cette hypothese est parfaitement adéquate pour le probleme qui nous intéresse puisque
les électrons sortent du métal principalement par la pointe et que, pour une valeur de R
suffisamment grande, une fraction négligeable de la fonction d’onde rencontre les parois
du cylindre en deca de la grille conductrice. Par contre cette hypothese ne pourrait étre
maintenue dans la région III puisque le faisceau finirait par rencontrer les limites du cylindre
avant d’atteindre I’écran a 10 cm. Nous imposerons donc :

U(p,p,z) =0 sip>Retz<D (3.11)

La sélection des valeurs de k,, dépend de la condition que nous imposons en p = R. On
pourrait choisir des valeurs qui vérifient J,,(k,, ;R) = 0, olt les nouveaux indices indiquent
la quantification et le fait que les valeurs dépendent de celles de m. Imposer cela revient
a annuler la fonction d’onde ainsi que la densité de courant en p = R. Il est préférable
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III
- _ _ _ =D

II

/\\ =0

I

0 R

Fi1G. 3.3 — Hypothese de confinement dans les régions I et II.

d’imposer plutot J), (K., jR) = 0 car cette condition revient a annuler uniquement la densité
de courant radiale en p = R. Cette condition est donc moins forte. De plus, la racine kg o=0
qui correspond a un état dont le vecteur d’onde est purement axial appartient alors a la
représentation. Etant donné qu’elle correspond a la partie la plus importante de la fonction
d’onde, il est préférable de la conserver.

La fonction d’onde s’exprime alors comme :

@ > ( Z > Py (2)|m.j > (3.12)
m=—00 j
avec
: <R I (b jp)e™
<pglmj> "= R( /) -
V2 S dpp [T (k)]
=L (3.13)

Le fait que les séries de Fourier-Bessel f(x) = Y; ajJm(Bm,;2) convergent de maniere

-ieme

uniforme [97, 98] a l'intérieur de l'intervalle [0,a] (avec (,,; la j racine de J!)) nous

autorise a écrire la relation

m (Km, i 0) I (k0"
§ 3.14
o =p)=r fo dpp [ (km jp))? 31
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qui s’applique a l'intervalle [0, R].
En utilisant cette expression ainsi que la relation 3.4, on montre que notre représentation
est complete, c’est-a-dire que

Lo=>_ > |mj><mj| (3.15)
moj

pour les fonctions d’onde ¥ vérifiant ¥ = 0 quand p > R et z < D ainsi que 7 =0en
p=R.

En utilisant la relation 3.7 ainsi qu'une des intégrales de Lommel :

/ P (km. i) Jm (K g p)dp

j_ WR(kaJvln(km JR)Jm(km,j’R) - km,j’Jrln(km,j’R)Jm(km,jR))
m,j’ m,j

72" puisque J., (ki R) = J., (ks R) =0 (3.16)
il est facile de montrer I'orthonormalisation de la base:

< m7j|m,7j, >= 5m,m’5j,j’ (317)

Cette relation nous aide a calculer les coefficients du développement de la fagon suivante :

Dy (2) = <m,jl‘11>(>
_ / dpp d T (K JIO) .
0 J%f dpp [Jm(km.jp)]

U(p,0,2) (3.18)

Afin de limiter le nombre de fonctions de base, nous conserverons uniquement celles qui
vérifient I'inégalité :

n*k2,

2m

— < B (3.19)

Comme nous le verrons par la suite, cette condition revient a travailler avec les fonctions
de base associées a des solutions propagatives dans la région III. Les fonctions négligées
correspondent & des solutions évanescentes dans cette région III (et en général dans les
régions I et IT) qui n’atteignent donc pas 'écran. Leur influence sur le résultat final ne peut
se faire que par une interaction dans la région II avec les solutions associées aux fonctions
conservées. Cette interaction est d’autant plus négligeable que ces solutions évanescentes
tendent a disparaitre rapidement.
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3.3 Ecriture de I’énergie potentielle

Avant de regarder ce que devient ’équation de Schrodinger dans notre représentation,
écrivons ’énergie potentielle sous la forme suivante :

V(p.¢,2) = Vo(z) + Z Vy(p,2)e'm? (3.20)

q=—00

Nous supposons donc I’énergie potentielle fournie sur une grille en coordonnées cylin-
driques. Le terme Vj(z) dans I'expression précédente permet de séparer le comportement
asymptotique (ou toute autre contribution) fonction de z seulement du reste du potentiel
V. Le deuxieme terme de 'expression 3.20 est simplement ’écriture sous forme de série de
Fourier du reste du potentiel que nous avons supposé périodique selon ¢ (avec une période
de 27 /n). Les valeurs de 1’énergie potentielle peuvent étre réparties de maniere indifférente
entre les deux parties de ’expression précédente, sans aucune perte de généralité.

Les coefficients du développement 3.20 doivent se calculer par la relation:

Valo.2) = o [T WV (p6.2) — Vile))e o (3:21)

L’évaluation numérique de ces coefficients présente peu de difficultés. Une bonne précision
peut étre obtenue en exprimant la dépendance en ¢ du potentiel au moyen de fonctions
polynomiales [99]. L’intégration du terme (V(p,p,2) — Vi(z)) peut alors se faire analytique-
ment.

3.4 Traitement de I’équation de Schrodinger

Nous savons maintenant comment exprimer les fonctions d’ondes au moyen de I’équation
3.12. Afin de connaitre completement le comportement de ces fonctions d’onde, les coef-
ficients @, ;(2) restent a déterminer. L’équation de Schrodinger fournit une équation de
propagation pour ces coefficients que nous allons établir ici.

3.4.1 Equation de propagation

Considérons I’équation de Schrodinger stationnaire en représentation {|r >}:

I )+ V) 9(r) = B 32)

Remplacons dans cette équation W(r) par:

T (Ko jp) €™
E E :CD m,j) = 2
mEeo \/27r JEdpp [Tk jp)]

(3.23)
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En exprimant le Laplacien en coordonnées cylindriques, en tenant compte du fait que
les fonctions de Bessel J,, vérifient 1’équation :
d?*J,,(x 1dJ,,(x m?
(@) + () +(1——=)Jn(z)=0 (3.24)

dx? r dx 2

et en projetant I’équation résultante sur les fonctions de base, on trouve:
d*®,, ; 2
T (P8 20 = D () 629)
2z

ou les coefficients Qﬁlf '(2) s’écrivent comme::
Q' () = 2 S dpp [ dOV (9,6,2) T (K 3 0) Tt (s jo p) € =
m,j )
W o/ [ dpp [ (kg 0)) I8 dpp s (ke 1))

Si on utilise 'expression 3.20 pour I’énergie potentielle V' dans I'expression précédente,
I'intégration sur ¢ fournit le résultat suivant :

(3.26)

Qnd(z) = hz Vo (2B e85
Jio 2m foRdppvq(p,z)Jm(km,jp)Jm'(km',j'ﬁ)

0 0 L1 dpp [ (ki) P I dpp [T (R o)

de sorte que I’équation de Schrodinger se réduit a:

+ 5qn+m/7m (327)

P y(2) 2m 2m .
CEDE 4 [T E K = S V)| B (2) = 02 ME ()P () (329)

avec :

Mq,j{ (Z) _ 27777/ fOR dppvq(pyz)Jm(km,]p)Jm—qn(km—an/p)
m?] - 2
W\ I dpp (ki ) S dpp [ingn(Fingn. )]

Ces deux dernieres équations sont celles a utiliser pour propager les coefficients ®(,, j)(2)
de la fonction d’onde.

Les coefficients de couplage Mgﬂj/(z) varient avec z et exigent l'intégration d’un produit
entre les composantes de Fourier du potentiel et deux fonctions de Bessel. Il est intéressant
pour calculer ces coefficients de supposer que le potentiel varie en escaliers selon p. On peut
se rapprocher aussi pres que 1’on veut du vrai potentiel en prenant des paliers suffisamment
petits. Sur chacun de ces paliers, I'intégrale dans 3.29 n’implique plus que deux fonctions
de Bessel. Ces intégrales peuvent étre calculées analytiquement lorsque les indices sont les
mémes et numériquement sinon. Un bon choix de Vy(z) dans 3.20 permet de réduire le
domaine d’intégration dans 3.29 et d’améliorer la précision des facteurs intervenant dans
I’équation 3.28, puisque le terme V(z) y est traité de maniere exacte.

(3.29)
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3.4.2 Groupes indépendants

Il est important de constater que I’équation 3.28 décrit un couplage uniquement entre
composantes de la fonction d’onde dont les indices m sont séparés par un multiple entier
de l'ordre de ’axe de symétrie n. Cela signifie que la fonction d’onde est décrite par n
groupes de fonctions de base indépendants. Si pour une valeur particuliere de z, la fonction
d’onde ne possede des composantes non nulles que dans un de ces groupes, les composantes
correspondant aux autres n — 1 groupes resteront nulles pour toute valeur de z. On peut
donc séparer le probleme de propagation en n parties indépendantes, ou chaque groupe est
traité séparément.

Par exemple, pour un axe de symétrie d’ordre 3, on a trois groupes distincts correspon-
dant aux indices m suivants:

— groupe 1:...,-6,-3,0, 3,6, ...
— groupe 2: ...,-5,-2, 1,4, ...
— groupe 3: ..., -4, -1, 2,5, ...

Les deux derniers groupes ne different que par le signe des indices m. Nous dirons qu’ils
sont conjugués. Lorsque le potentiel est réel, il est possible de transposer les résultats pour
un de ces groupes a son groupe conjugué. Nous reviendrons sur ce point par la suite.

3.4.3 Implémentation numérique

Nous avons déja dit comment calculer les coefficients de couplage an]]/ (z) en considérant
que le potentiel varie en escaliers selon p. Il reste encore a les utiliser efficacement dans
I’équation 3.28.

L’équation 3.28 peut étre traitée de maniere tres précise en supposant que le potentiel
varie en escaliers dans la direction z. A nouveau, il suffit de prendre des paliers suffisamment
petits pour rester proche du véritable potentiel. Avec cette hypothese, les coefficients de
couplage M,‘ff;(z) restent constants sur chaque palier et I’équation 3.28 peut étre résolue
analytiquement.

Pour montrer de quelle maniere la propagation est traitée, considérons un palier de
longueur Az et notons Mgﬂ; (Az) la valeur des coefficients de couplage sur ce palier. La
valeur du potentiel asymptotique sera notée Vy(Az).

Placons 'ensemble des coefficients ®(,, jy(2) a traiter dans un vecteur que nous notons
®(2). L’équation de propagation 3.28 peut alors s’écrire sous forme matricielle :

C;i@(z) + E®(2) = M®(2) (3.30)

ou E est une matrice diagonale qui contient les éléments %—Z’E — k;?n,j — %—’Q%(Az) et M

une matrice qui contient les coefficients de couplage an]]/ (Az). L’élément de M dont la

ligne correspond au couple d’indices (m,j) et la colonne au couple d’indices (m’,j") est donc
A=)

. (Az). L’élément symétrique sera M,(,Tj_m/)/ - /(Az). En examinant 1’expression

3.29, on constate que Mgf;_m,)/n’jl(Az) et Mgf;_m,)/n’j,(Az) font intervenir des composantes
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de Fourier du potentiel de signe opposé. Pour un potentiel réel, ces composantes sont
simplement les complexes conjuguées I'une de ’autre. Le reste étant identique, on en déduit
que la matrice M est hermitienne.

L’équation 3.30 peut encore s’écrire :

C;i@(z) +H®(2) =0 (3.31)

ou H = E — M est une matrice hermitienne comme E et M.

Nous pouvons alors calculer numériquement les valeurs et vecteurs propres de la matrice
H. Le calcul sera d’autant plus précis qu'une sous-routine spécialisée est capable d’utiliser
I'hermiticité de H. Notons A la matrice diagonale contenant les valeurs propres (réelles) de
H et U la matrice unitaire qui contient en colonnes les vecteurs propres de H. L’équation
précédente devient alors:

> —
ﬁq)(z) +UAUDB(2)=0 (3.32)
z
ot UT est la matrice transposée complexe conjuguée de U.
En multipliant par la gauche cette équation par UT et en se rappelant que H est
indépendant de z sur le palier Az, I’équation précédente se met sous la forme:

d*

582 +AL(x) =0 (3.33)

ot nous avons utilisé UT U =1 (unicité de U) et défini £(z) = UTd(2).

Puisque A est diagonale, I'équation 3.33 est triviale a résoudre. Chaque composante
&(2) de £(z) s’exprime en effet comme une paire d’exponentielles réelles ou imaginaires
selon le signe de la valeur propre correspondante \; dans A :

&i(2) = AeVNE 4 Bie VA (3.34)

ol les racines sont imaginaires si A; < 0. Les coefficients A; et B; sont fixés par les valeurs
de E =UT® et d%f = UT%(I) a lextrémité du palier Az d’ou la solution est propagée.

Les coefficients @, j)(2) et L&, ;)(z) contenus dans ®(z) et P (z) peuvent donc étre
propagés d’un palier a I'autre en effectuant au début de chaque palier les transformations
£(z) = UTd(2) et L&(2) = UTLD(2) |, en utilisant I'équation 3.33 pour propager £(z) et
4¢(2) jusqu'a Dautre extrémité du palier ott ®(2) et L&(z) sont retrouvés par ®(z) =
U&(z) et £®(2) = ULLE(z). La précision de la méthode ne dépend que de la précision de
la sous-routine qui calcule A et U. Les librairies standard conviennent parfaitement.

3.5 Solutions avec conditions limites de diffusion

Nous savons maintenant comment exprimer les fonctions d’onde et traiter ’équation de
Schrodinger dans cette représentation. Nous disposons donc de tous les outils nécessaires
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pour calculer les solutions qui correspondent a notre probleme. Ces solutions sont celles qui
décrivent un état électronique incident dans la région I sur la barriere de potentiel (région
IT) et donnent les états transmis et réfléchis correspondants.

Nous allons donner dans cette section la procédure a suivre pour établir ces solutions
particulieres. Cette procédure se place dans le cadre des matrices de transfert pour établir
la forme locale de ces solutions (c’est-a-dire leur expression au voisinage immédiat de la
grille en z = D) et dans le cadre des fonctions de Green pour établir leur forme lointaine
sur I’écran a 10 cm.

3.5.1 Etats limites

Afin de préciser ce que I'on entend par états électroniques incidents, transmis et réfléchis,
cherchons les solutions de ’équation 3.28 dans la région I et III (en z = D). Ces solutions
sont particulierement faciles & obtenir, puisque en prenant Vo(z) = Ve = €V — W — Ep
pour z < 0 et Vy(z) = 0 pour z > D, les coefficients de couplage Mgﬂ;(z) sont nuls. Les
coefficients ®(,, jy(2) prennent alors la forme générale suivante :

20 (B—Vimet)—k

D n,j) (2) = Agnjpe Vi

EiVmet)*kQ -z

2z —iy /2
P BV " (3.35)

dans la région I, ou les racines sont imaginaires quand I’argument est négatif, et

i/ ZE—k2 2 —i /2 E—k2
Py (2) = Apnjpe V" " 4 Bngppe VT (3.36)

enz=2D.

La fonction d’onde ¥ s’exprime donc dans la région I et en z = D comme combinaison
linéaire de solutions partielles, que nous appellerons états. Dans la région I, ces états sont :

% 273” —Vmet)— 2 A Jm km y ’Lm¢
Vi) = o B E ) K R( a)e _ (3.37)
V2 S dpp [T (k)]
—1 2% —Vmet)— 2z Jm km i ime
who(r) = e V)8, (s p)e (3.38)

V2 (& dpp [T (ki)

etenz=D:

I+ o i %E*kri,jz Jm(km,jp)emw
i) = eV - - (3.39)
V2 & dpp [T (k)]

—1 2—’5‘ —k2 .z Jm k’m ] im¢
P (p) = ¢ VT R( ) (3.40)
V27 S dpp [T (k)]

Ces expressions sont accompagnées d’indices qui désignent la région d’application ainsi que
le sens de propagation.
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Nous appelons donc états incidents et réfléchis dans la région I respectivement les états
\If(lnj ;) et \If( i) Les états \IJHI ]J)r seront les états transmis correspondants. Si I’on considere
des électrons incidents depuls la région 111, on désignera par états incidents et réfléchis dans

la région I1I respectivement les états \I'fH 5 et \I/{g J.J)r et les états transmis correspondants
sont alors les \I/fm_ i)

Ces états servent donc a décrire la fonction d’onde totale correspondant a une condition
limite donnée. Les coefficients de ces états dans le développement de la fonction d’onde
dépendent de la fagon dont ces états sont diffusés dans la région II. La méthode permettant
de les calculer est le sujet de la section suivante.

3.5.2 Solutions locales par matrices de transfert

L’image observée a 10 cm est due a la contribution de tous les electrons incidents dans
le métal, dont une partie parvient jusqu’a I’écran. Les états incidents \If( dans la région
I décrivent chacun une partie de ces électrons, mais de maniere 1ncomplete puisque la
fonction d’onde totale comprend également les états réfléchis et transmis correspondants.
Nous sommes donc intéressés par I’expression complete des fonctions d’onde dont la partie
incidente dans la région I correspond a un seul de ces états \IJ( . Ces fonctions d’onde
seront exprimées de la facon suivante:

<0 I =D 111,
‘I’?mm(f) = )+ Z tom ). (m) Y oty (B) = > t(m’,j’)( Y j)( r) (3.41)

(m'.3")

Les matrices tT et t~F contiennent les coefficients des états transmis et réfléchis cor-
respondant a chaque état incident dans la région I. Leur valeur dépend du processus de
diffusion dans la région II. Remarquons que 'expression de \If?;n i) n’est pas précisée dans
la région II (0 < z < D), mais cette information n’est pas nécessaire pour calculer son
expression a I’écran. Par ailleurs, cela permet de réduire la description de I’ensemble de ces

solutions a deux matrices, une description idéalement économique.

Il existe d’autres solutions qui décrivent chacune un état incident dans la région III.
Elles sont décrites par:

_ z<0 ol 2=D III gL+
Vima (x Zt 7m ) Y my (F) 7= Z t(m 0 mog) gy (1) (3.42)

o deux autres matrices t~~ et tT~ contiennent les coefficients des états transmis et réfléchis
correspondant a chaque état incident en z = D. L’intérét de considérer de telles solutions
apparaitra dans le chapitre 6.
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Pour obtenir les solutions données en 3.41, on commence par établir un autre ensemble
de solutions:

=+ 2<0 z=D 111+
Vi (®) = D0 Al i omgy Vi () + Z Bl iy mpy Yo o (1) "= W (1)(3.43)

(m,j)
(m’,4") m’,j')

Ces solutions correspondent a une situation imaginaire ou un ensemble d’états incidents en
z = 0 auraient les amplitudes et les phases nécessaires pour produire un seul état sortant
en z = D. Ces solutions sont plus faciles a obtenir que celles en 3.41 car les matrices
inconnues sont rassemblées du meéme coté de la région II et que les valeurs de @szJ)(z)

et de \Il (m.;)(#) sont parfaitement définies en z = D. On peut alors utiliser la méthode
donnee a la section 3.4.3 pour propager ces valeurs jusqu’en z = 0 ou la décomposition
de @zrmj)(z) en états incidents et réfléchis fournit les matrices A™ et BT. Comme nous

le verrons au chapitre 6, la propagation numérique de @(;J)(z) a contre-courant de la
propagation physique fait coincider la solution physique avec la solution numériquement
instable qui domine le résultat du calcul. Les solutions 3.43 sont donc obtenues avec une
tres bonne précision.

Ces solutions peuvent étre utilisées pour établir les solutions recherchées 3.41 grace a la
linéarité des équations de propagation. En effet, I’équation de Schrodinger étant linéaire,
toute combinaison linéaire de ses solutions reste solution de 1’équation. Il suffit donc de
chercher la combinaison des solutions \Il(m j) qui se met sous la forme 3.41. On s aper<;01t
alors que les matrices t*F et t~F sont liées aux matrices A* et BT par les relations?

¢t — AT

t—t = Bt At (3.45)

lorsque les nombres d’états en z = 0 et z = D sont identiques. La maniere de traiter des
représentations qui impliquent des matrices de transfert rectangulaires sera détaillée au
chapitre 6. Notons qu’une résolution de systeme peut remplacer 'inversion de la matrice

A lorsqu’une partie seulement des solutions \Ifzrm ;) est souhaitée.

1. En effet, les relations 3.43 peuvent s’écrire sous la forme:

= DAY 4 (Ll BT Lt )

I+
(.0 (mog)? (m.j)

—+
oWy e

En multipliant par la droite par A+ ™", on trouve

—+ -1 2<0 - —1 z=D -1
(oo Wy AT 2 (W) (BT OBRATT ST () AT
qui est de la forme:
+ 2<0 I+ I,— —+ 2=D II1,+ ++
(...,\Il(md,),...) = (... \I/(m]),...)—&-(...,\I/(m’j),...)t = (...,\Il(m,j),...)t

correspondant a ’équation 3.41.
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Les solutions 3.42 sont obtenues de maniere similaire en établissant dans un premier
temps des solutions du type:

z=0

— I— =D I11,— 11+
qj(mvj)( ) ‘Ij(mg Z A 1), (m,j5) LIJ m’.j") + Z B "), (m,35) \Ij( )( )(346)

et en les combinant pour les mettre sous la forme 3.42. Les deux matrices de transfert t=—
et t*~ sont liées aux matrices A~ et B~ de 3.46 par les relations:
t— = A
tt— = B~ A (3.48)

Nous reviendrons sur la méthodologie des matrices de transfert au chapitre 6, ot nous
montrerons comment la précision sur le calcul peut étre estimée a I'avance.

3.5.3 Prolongement des solutions par fonctions de Green

Les solutions que nous venons d’établir décrivent les fonctions d’onde correspondant a
chaque état incident possible dans la région I. La représentation que nous avons utilisée
pour la fonction d’onde est valable pour z < D mais ne peut étre prolongée jusqu’a 10 cm.
Nous disposons cependant de toute 'information nécessaire pour prolonger ces solutions
dans le formalisme des fonctions de Green.

Principe de Huygens en formalisme de Green

Afin d’établir I’équation qui nous permettra de prolonger nos solutions, considérons
I’équation de Schrodinger ainsi que celle définissant la fonction de Green associée:

vy ou(r) + ng(E V) T(E) =0 (3.49)
2m
)

+ N E - V)G E) = =

Vi G{'r,E —50(r' —r) (3.50)

Multiplions la premiere équation par G(r’,r,F) et la deuxieme par ¥(r’). Nous pouvons
soustraire les deux équations et intégrer le résultat sur un volume V qui contient un point
donné r. On trouve alors:

2m

/ / /V (GO E)VIUE) - W) VEGH x.E)dV' = —Z50() (3.51)
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En utilisant la formule de Green, ce résultat devient :

2
/ / G 1, E)VpU(r) — U(r') Ve G(r r,E))dS = —hi;q/(r) (3.52)
ol S est la surface extérieure de V et n un vecteur unitaire perpendiculaire a la surface en
dS’ et pointant vers l'extérieur.

Dans notre probleme, r est situé sur I’écran a 10 cm. Prenons donc un volume d’intégration
V reposant sur la grille z = D et se refermant en p = oo sur la surface z = 400. Dans
I’approximation de Kirchhoff, nous pouvons utiliser sur toute la surface z = D les va-
leurs connues de la fonction d’onde et de sa dérivée selon n. Compte tenu des conditions
frontieres de notre modele, ¥(r') et V.U (r’) ne prennent sur cette surface des valeurs non
nulles que sur 'ouverture du cylindre servant a discrétiser les états utilisés dans la tech-
nique des matrices de transfert. En connaissant ’expression de la fonction d’onde et de sa
dérivée suivant z dans cette ouverture, celle en un point r peut étre calculée par:

v G TE).
//ouvcm ”E) dz \I/(I‘)T)ds (3.53)

Approximation a grande distance

Comme nous avons posé que l’énergie potentielle dans la région III vaut V' = 0 et
puisque les conditions limites propres au vide (annulation de la fonction d’onde et de ses
dérivées a l'infini) s’appliquent dans cette région, I’expression a considérer pour la fonction
de Green est la suivante:

m 1

orh? v/ — 1|

G(r'x,EB) r ezt gkl (3.54)

Le facteur |r' — r| peut étre développé en série de Taylor par rapport aux composantes
de r':

1 2 0 /2
v —r|=|r| —r%r +(|r’| — (r"r >+ (3.55)
X (x.x)

olt r° est un vecteur unitaire pointant dans la direction de r, de composantes (1,0,¢) en
coordonnées sphériques.

En ne conservant que les deux premiers termes de ce développement, 1’équation 3.53
devient :

6

/ /27r (d\Il (p,¢, )+ W (p ¢,D)kECOS(9)>
ke (peos(s/~9)5in(®) 51 (3.56)

(7’ 97¢) 7">>0£9<% _L tkg(r—cos(0)D)
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Pour les distances qui nous intéressent, le premier terme du développement 3.55 domine
largement les termes suivants. En effet, pour » = 10 cm et une valeur maximale pour R de
20 nm, le deuxiéme terme ne vaut que 10~7 fois le premier. Ce terme dominant n’apparait
cependant que dans le facteur de phase e’*=", qui ne contient aucune dépendance angulaire
et se simplifie lors du calcul de la densité de probabilité et de courant? . Il est donc
nécessaire de recourir aux autres termes de 3.55 pour moduler la valeur de U(r,0,¢) (et
donc des composantes de la densité de courant J,., Jp et J,) selon 6 et ¢.

Les deux termes suivants sont du méme ordre de grandeur pour une distance critique
Aepiz ~ LiIpY g. Le comportement asymptotiquement radiatif® de ¥, J,, Jy et Jy est donc

2
atteint avec une bonne approximation apres :

dradiati = 50R (3.57)

Avec la méme valeur maximale de 20 nm pour R, la propagation de la densité de cou-
rant est donc essentiellement radiative apres 1 micron. A 10 cm, le troisieme terme du
développement ne représente plus que 1077 fois le deuxieéme. L’approximation introduite
dans cette section est donc tout a fait justifiée.

Prolongement des états transmis

On peut maintenant introduire ’expression 3.41 dans I’équation 3.56, en tenant compte

de la forme exacte de I’état transmis 3.39, pour trouver l’expression de \II?;W.) a grande

distance. Les calculs fournissent le résultat exact suivant :

r>>0, <% etker

Ul (.0.0) Z to .m0 E e im'¢ (3.58)

7.]

ou o(f,m’ 5’ E) prend I'expression :

2. La dominance de ce terme s’exprime cependant par le fait que la densité de courant J associée a
U(r,0,¢) ne prend, & grande distance, que des valeurs significatives selon r. En effet, on peut écrire 3.56

>>0, 0<%
comme V(r,0,¢) R

courant associée:

e*ET A(0,4). 11 est facile alors de calculer les composantes de la densité de

_h 1d h kg
Jp = —Re _\1/ Zdrqf] — 5 A0
h 1d h 1
Jo = ERe v zrde\l’] T mrd ( ©. ¢) i ’d)))
ho, Joel d _h 1
o = ERe _\I’ i rsin(0)do }_mri*sin(ﬁ) < ®, ¢) ide (9’¢)>

Etant donné que kg >> 1/r, nous avons J, >> Jy,J,. Physiquement, ce comportement s’explique par la
conservation du moment angulaire dans la région III (puisqu’aucune force n’agit sur 1’électron) et par le
fait que les électrons proviennent d’une région beaucoup plus petite que les dimensions de ’écran.

3. c’est-a-dire ou les fonctions ne varient selon r que par un facteur d’échelle identique pour toutes les
valeurs de 6 et ¢.
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7’LkECOS

J<97m,7j,7E) = - (\/ k%‘ m/, ’+kECOS )
i\/k3—k2, /D
il—m’ € 7
V27 S [T (ki o)) pilp
R
| oo nt ) T (ks sin(6) ) (3.59)

Ce dernier coefficient peut se calculer analytiquement grace aux intégrales de Lommel [97].

Conditions frontiéres de Dirichlet et de Neumann

Plutot que supposer connues en z = D a la fois la fonction d’onde et sa dérivée suivant
z, on peut n'utiliser qu’une seule de ces grandeurs et laisser 'autre prendre éventuellement
des valeurs non nulles en dehors de 'ouverture. On utilise alors les conditions frontieres de
Dirichlet (quand on utilise la fonction d’onde) ou de Neumann (quand on utilise la dérivée)
[100].

Lorsqu’on utilise les conditions frontieres de Dirichlet, la fonction de Green a utiliser est

donnée par Gp(r',r,F) rre reo (G x,E) — G(r'I(r),E)), o I(r) est 'image miroir
de r par rapport a z = D. Cette fonction s’annule en z = D.

Lorsqu’on utilise les conditions frontieres de Neumann, la fonction de Green a utiliser
est donnée par Gy (r',r,E) ™" € oot (G(r'x,F) + G(r' I(r),E)), dont la dérivée suivant
z sannule en z = D.

Ces conditions frontieres impliquent une modification des expressions 3.56 et 3.59. On
peut montrer que la fonction d’onde obtenue dans ’approximation de Kirchhoff est la
moyenne de celles obtenues en utilisant séparément les conditions frontieres de Dirichlet
et de Neumann. Nous n’avons constaté aucune différence importante entre les résultats
associés a chacune de ces conditions frontieres.

3.6 Groupes de solutions conjugués

Nous avons déja signalé la présence de groupes conjugués, dont les indices m qui ca-
ractérisent les fonctions de base appartenant a chaque groupe ne different que par le signe.
Nous allons maintenant préciser la correspondance entre ceux-ci.

Revenons sur I'expression des états de base utilisés pour décrire la fonction d’onde en

z2=2D:
i 2m 1.2 oz . ime
e B J;f(km”p Je _ (3.60)
\/27Tf0 dpp [Jm (Km.jp)]

Etant donné que les valeurs de £, ; utilisées sont celles pour lesquelles —k:z ; < E,on
montre facilement que le complexe conjugué des états de base vérifie la relatlon

o) = ()" (r) (3.61)

(m,j) (=m,3)
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ou le (—1)™ provient de la propriété des fonctions de Bessel J_,,(x) = (—=1)"J,,(2).
Considérons de méme les états de base utilisés dans la région I:

- eii\/%(EfVmcz)fkfmjz T (K jp)e™?
V2 JE dpp [ (ko))

pl+ )(r

(m,j

(3.62)

ou la racine est réelle si k,, ; </ QH—ZL(E — Vinet) €t imaginaire sinon. Le complexe conjugué
de ces états de base vérifie alors la relation :

U (1) = ()" UE (1) sl kg < /22 (E = Vinet)

(m,j (_mvj) h2
= (1)U (1) si by >\ BH(E = Vi) (3.63)

On voit donc que le complexe conjugué des états de base appartenant a un groupe donne
(2 un facteur multiplicatif pres) les états de base appartenant a son groupe conjugué.
Or, lorsque le potentiel est réel, le complexe conjugué d’une solution de 1’équation de
Schrodinger reste solution®! Cela signifie que le complexe conjugué des solutions W . et
\IJ(’m i) d’un groupe donne un ensemble de solutions dans son groupe conjugué. A nouveau,
ces solutions peuvent étre combinées pour les mettre sous la forme souhaitée \Il?r_m h
\If(im’ i) Apres avoir calculé les matrices de transfert correspondant a un groupe d’états de
base par la méthode donnée en 3.5.2; il est possible de remplacer 1’étape de propagation
dans le calcul des matrices de transfert de son groupe conjugué en prenant simplement le
complexe conjugué des solutions obtenues dans le premier groupe.

Pour trouver la fagon d’y parvenir, écrivons les solutions 3.41 et 3.42 du premier groupe

sous la forme:

ou

n 2<0 I+ I— I
(oW 2 e Wy ()
2=D 11T+ 111, tT
= ity el o (YY) (3.64)
_ zé() I+ I,— O
(o) 2 Wi vy ()
2=D I+ 111, t
> it ey o () (3.65)

4. En effet, ¥ est solution de I’équation de Schrodinger si:

h2
—%VQ\IJ(r) +V(r)¥(r) = E¥(r)
Comme ¥ est le seul élément complexe, le complexe conjugué de cette équation donne:

*%vmr)* +V(E)T(r)" = EY(r)’

qui montre que ¥* est solution aussi.
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Prenons le complexe conjugué de ces deux relations et écrivons le résultat dans la
représentation du groupe conjugué :

) Gy w0 (U P ()
L e 3)(““) 60
(o W) =G O Y, (S SP ISE)P)>(t—O—*)
=l e ( )(H ) (3.67)

ou S est une matrice diagonale qui contient les signes (—1)™ et définie par:
St ), (m.5) :{ é_Dm zin(omn/’j/):(m’j) (3.68)

et P est une matrice diagonale qui décrit les permutations dans le sens de propagation des
états et définie par:

o , 2m (p _
L si(m',j') = (m,j) et kpy < A2 (B = Vinet) (3.69)

0 sinon

Pt j),m.g) = {

Pour trouver les deux premieéres matrices de transfert du groupe conjugué (que nous
noterons avec des majuscules), il faut multiplier par la droite les relations 3.66 et 3.67 par
deux matrices A et B afin de trouver une solution de la forme:

+ Zéo [7+ 17_ I
(oW ) 2 e W 05 ) (e )
2=D II1,+ 111,— T+
=Dl )( 0 ) (3.70)

On obtient alors un systeme de quatre équations, dont deux servent a déterminer les
matrices A et B et les deux autres a exprimer T+ et T~. Le résultat est donné par:

TH = S(t") () [P ) () ) - [(T-P) + P(e)]] S(3.71)
T = S[I-P)t )t ) 't") = [P+T-P)t )]
[P ) (6 ) () — [I-P)+ P& )] 'S (3.72)

Les deux autres matrices de transfert du groupe conjugué s’obtiennent d’une maniere
similaire en mettant les relations 3.66 et 3.67 sous la forme:

_ 2<0 I+ I,- 0
(... ,\I/(_m,j)w-) = G Ty o Yy ) (T)
z=D ( gl T+ gl-

T+
M v, () 6
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Le résultat est donné par:

T = S|(t") (¢ [T-P) +P(t—+)*]‘lp<t——>*rs (3.74)
T — S [(1 —P)(t )~ [P+ @-P)e )] [T-P)+ P )] P(t“)*]
)y — @y [Py Py Ry s (3.7

Ces quatre relations sont écrites sous une forme qui implique uniquement l'inversion des
matrices t*~ et t~. Ces matrices sont en effet treés bien conditionnées car elles expriment la
réflexion des états incidents devant la barriere de potentiel dans la région II. Leurs valeurs
sont donc soit tres proches de 1 si I’énergie normale E — %kfn ; de I'état incident est plus
petite que la hauteur de la barriére ou proches de 0 dans le cas contraire. Les matrices t*+
et t77 qui expriment la transmission des états incidents a travers la barriere de potentiel
dans la région II sont quant a elles tres mal conditionnées. Leurs valeurs varient en effet
sur plusieurs ordres de grandeurs, étant donné la dépendance exponentielle du taux de
transmission par rapport a I’énergie normale des états incidents.

L’application de ces relations demande une fraction de seconde, tandis que le passage
par un calcul de propagation peut demander plusieurs heures. Pour un axe central d’ordre
n, il existe n — 1 groupes conjugués si n est impair (on doit exclure le groupe contenant
m = 0) et n—2 groupes conjugués si n est pair (on doit exclure en plus le groupe contenant
m = n/2). Comme le temps de calcul est divisé par 2 pour ces groupes conjugués, le

traitement des m groupes ne demande plus que %"T’l (pour n impair) ou +™=2 (pour n

2 n
pair) du temps de calcul initial. Pour n grand, les calculs peuvent se faire en 2 fois moins
de temps. Rappelons cependant que ces relations ne sont applicables que lorsque le potentiel

est réel.

3.7 Calcul de la densité de courant totale

Nous disposons a ce stade de toute la technique nécessaire pour calculer la diffusion
jusqu’a I’écran de tous les états incidents possibles dans le métal. La densité de courant
que nous observons a I’écran est due a la contribution de tous les électrons incidents dans
le métal qui parviennent jusque la. Chacun des états de base est représentatif d’une partie
de ces électrons. Mais nous ne savons pas encore de combien, ni comment tenir compte de
toutes ces contributions. Cette section est consacrée a ces questions.

3.7.1 Densité d’états

Commencons par répondre a la question: de combien d’électrons chaque état de base
est-il représentatif? En fait cette question en appelle deux, la premiere étant: combien
d’électrons chaque état peut-il contenir relativement aux autres? La seconde question qu’il
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faut se poser est alors: combien d’électrons répartir dans ces états de base? Traitons ici la
premiere sous-question.

Considérons un espace restreint de longueur L. Nous savons que les seules longueurs
d’onde A\ permises pour une onde dans cet espace sont celles pour lesquelles la longueur L
est un multiple entier de cette longueur d’onde: L = i)\ Le vecteur d’onde k = 27/ associé
a chaque longueur d’onde permise Verlﬁe donc: k = @ . Nous voyons qu’une valeur pour le
vecteur d’onde est possible tous les 2 = pour chaque dlmensmn de longueur L. Le principe de
Pauli nous apprend que deux électrons ne peuvent étre caractérisés par les mémes nombres
quantiques. Le raisonnement ici ne tient pas compte du spin qui peut prendre deux valeurs
différentes. Dans un métal, les électrons vont donc se répartir a raison de 2 par intervalle
QL” en remplissant au fur et a mesure les états disponibles d’énergie la plus faible (du moins
a 0 Kelvin). IIs se répartissent ainsi sur une gamme d’énergie qui est I’énergie de Fermi Ep.

Considérons maintenant nos états de base dans le volume du métal:

\Iffi )( N = eii\/%(E—Vmet)—kfmjz Jm(k:m,jp)eim‘b
m,J
\/ 2 fo dpp [T (kim,0)]”

Ces états sont déja quantifiés selon les deux dimensions associées a p et ¢. Le vecteur
d’onde associé a la direction z est pour chaque état \Iffmi i) d’énergie E donné par k. j) =

(3.76)

:t\/ ZL(E — Viner) — k2, ;. Dans le corps du métal (c’est-a-dire infiniment loin de toute sur-
face), on ne peut trouver que des états de base pour lesquels le vecteur d’onde k, est réel
(les autres donnant des solutions explosives physiquement inacceptables ou évanescentes a
partir d’une surface dont nous nous sommes suffisamment éloignés).

Pour estimer la capacité de chaque état a contenir des solutions, considérons un instant
une portion isolée de longueur L suivant z dans le corps métallique. Comptons le nombre
d’états disponibles dans ce cylindre, sur tous les niveaux d’énergie occupés entre V,,.; et
E.

Le vecteur d’onde k., ;) associ¢ a chaque état de base \I/frj ;) beut varier entre 0 et

m,j
tions permises sur cet intervalle est donc:

i\/ (E — Viner) — k2, 5 sur Pintervalle d’énergie considéré [V, E]. Le nombre de solu-

N (B) =2-- L \/Qm(E Vinet) — K2, (3.77)

(m,j h2 m,j

ou le facteur 2 tient compte des deux valeurs de spin. Le nombre d’états correspondant par
unité de volume dans le métal est donc:

1 L 2m
+ - 2

On peut encore exprimer ces grandeurs comme:

Ny (B) = ) D, 5 (EdE (3.79)

Vores )
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ol ’D(jjn j)(E) est la densité d’étals associée a chaque état de base \I/(ijlE ;) et finalement
donnée par:

m 1 )_kz Si ]{,’md S \/ %(E - Vmet)
m,j

2 2R2 m
Dt (B)={ """ /38 (Vo
0 sinon

(3.80)

3.7.2 Normalisation des états de base

Les états électroniques dans notre modele sont caractérisés par trois nombres quantiques
m,j,F (plus le spin). Les densités d’états D(im i (E) expriment la capacité de chaque fonction
Jm(km,jp)eim¢
2 [ dppl T (km. )]
permises selon le troisieme indice F.

caractérisée par deux indices m,j a contenir des solutions

de base
\/

Chaque état de base correspondant a des valeurs permises de m,j,FE donne la méme
probabilité de trouver un électron dans une section donnée du métal. En effet, les états de

2
base \Iffi ;) sont construits de telle sorte que I'intégrale S, dz f(f% dp fo% pdo \Iffmi j)‘ soit

identique pour toutes les valeurs de m, j et E permises. Chaque état de base caractérisé
par ces valeurs est donc représentatif du méme nombre d’électrons dans le métal.

Il nous reste maintenant a répartir les électrons réellement présents dans le métal parmi
ces différents états de base et donc a déterminer précisément de combien d’électrons dans
le métal chaque état est représentatif.

Dans un métal d’électrons libres, les électrons se répartissent dans l’espace réciproque
en occupant tous les états permis dans une sphere dont le rayon est le vecteur d’onde de
Fermi kp = ,/QFL—@EF. Pour un métal de volume L3, le nombre d’états permis dans cette
sphere est donc 2%%#1@3 et le nombre d’électrons par unité de volume n, = ﬁk%

Il faut donc faire en sorte que chaque état de base soit représentatif du nombre d’électrons
par unité de volume adéquat pour que les contributions de tous les états fournissent la va-
leur réelle n.. Changer le nombre d’électrons par unité de volume dont chaque état est
représentatif peut se faire facilement en renormalisant les fonctions de base, c’est-a-dire en
les multipliant par un facteur commun A de maniere a reproduire 7.

La densité électronique dans notre modele est donnée (en tenant compte du facteur de
renormalisation A) par:

) = | et iEY. <D;§7j(E) awl o) + D, (B) |avl; (r)f)

Vimet (m. (m3)
_ /VmetJrEF dE Z 2m 1 A2 [Jm(kmyjp)]Q (381)
Vimet m,j (WhR)Q \/2#5’ (E — Vmet) — k?mj 2 fOR dpp [Jm(k‘myjp)]Q

Cette expression est plus facile a évaluer en r = 0, ou seule la contribution de m = 0
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subsiste :
Vimet+ER 2m 1 1
n(0) = A2 / dE (3.82)
Vinet 7 (ThR)? \/%—T(E — Vinet) — kg ; 27 S dpp[Jo(ko jp)T*
I1 suffit donc de prendre la valeur de A qui satisfait :
n(0) = n, (3.83)

et de l'inclure dans les fonctions de base.

3.7.3 Incohérence entre états incidents

Nous sommes presque préts a calculer une densité de courant sur I’écran. Il reste un
dernier point a éclaircir: quelle relation de phase existe-t-il entre les différents états inci-
dents? Cette question est importante. C’est en effet ’existence d’une phase définie entre
les deux fentes de 'expérience de Young qui est responsable en fin de compte de la figure
d’interférence. Qu’en est-il dans notre situation?

La réponse a cette question est qu’aucune relation de phase particuliere ne doit étre
considérée entre les différents états incidents. Ceux-ci proviennent du fond du métal et ont
perdu toute relation de phase particuliere avant d’arriver a la surface en z = 0. L’arrivée
de chaque état peut étre considérée comme une expérience indépendante de l'arrivée des
autres états. Il en découle que la probabilité d’observer un électron a I’écran suite a ’arrivée
simultanée des divers états de base coincide avec la somme des probabilités associées a
Parrivée d’un seul état de base a la fois. Les états incidents sont incohérents les uns par
rapport aux autres.

3.7.4 Expression de la densité de courant totale

+

Nous avons donc établi un ensemble de solutions \I/(m

associée une densité de probabilité

i) A chacune de ces solutions est

2
o) (T) = \‘If(*m,j)(r)] (3.84)
ainsi qu’'une densité de courant :
J5 (1) = “Re |UF (1) Vet () (3.85)
(m)\ T (m.j) i (m.j) :

Ces quantités doivent étre calculées en utilisant 1’expression de \If?;n ;) donnée en 3.41 (si
I'on souhaite des valeurs en z = D ou en z < 0) ou en 3.58 (si 'on souhaite des valeurs
a l'écran). La forme relativement simple des fonctions de base utilisées permet un calcul
analytique.

Les solutions \I/?m ;) ont été établies en travaillant avec une valeur donnée de I’énergie F.
La densité de probabilité et la densité de courant que I’on obtient en considérant I’ensemble
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de ces solutions sont donc celles qui correspondent a cette valeur particuliere de 1’énergie.
Compte tenu de I'incohérence entre états incidents, elles sont données par:

nf(r) = ZDa7j)nTm’j)(r) (3.86)
m,j

JE(r) = ZD(tn’j)J(*mJ)(r) (3.87)
m’.]

Il est alors nécessaire de recommencer tous les calculs en considérant d’autres valeurs
de I'énergie E pour obtenir les densités de probabilité et de courant électrique totales:

n(r) = /va”EFnE(r)dE (3.88)
met Vm6t+EF
Jr) = (—e) /Vm JE(r)dE (3.89)

ou (—e) dans la derniere relation est la charge de 1’électron.

Terminons par un commentaire sur I’hypothese du cylindre de rayon R. Nous avons
posé son existence dans 'espace z < D. Cela limite la validité du développement 3.12 a
cette région. Les valeurs de densité de courant que 1’on peut obtenir dans la région III sont
donc situées soit en z = D soit a ’écran. Il est possible toutefois d’obtenir des résultats
significatifs dans le voisinage immédiat de z = D en prolongeant ’expression 3.12 dans
la région III. Il faut garder a l’esprit en faisant cela que ce développement de la fonction
d’onde implique 'existence d’un mur cylindrique en p = R. Pour une distance a la grille
trop importante dans la région III, le faisceau électronique finit par rencontrer ce mur. Une
réflexion du faisceau se produit et le résultat cesse d’étre significatif.

3.8 Calcul du courant total

La méthode développée jusqu’ici permet un calcul de la distribution spatiale de la
densité de courant. C’est évidemment le but a atteindre pour une simulation des images
obtenues en microscopie a projection. Dans certaines applications, on est parfois intéressé
de connaitre simplement le courant total extrait d’une source électronique quelconque et
de caractériser sa dépendance par rapport a I’énergie. Notre méthode permet de simuler
cela.

Une fois les électrons dans la région 111, ils se propagent vers 1’écran et n’ont plus jamais
I'occasion de revenir en arriere. On peut donc calculer le courant extrait en z = D, ou la

contribution due a la solution \Ifzrm ;) pour U'énergie E est donnée par:

2 R
Iy = [ 49 [ dppI%,; (p.6.D)

27 R 1 h d
= / de / dpp—Re [ﬂf?;nj)(p,aﬁ,l?)*
0 0 m g

;@‘I’?;mj)(P@,D) (3.90)
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I1 suffit alors d’introduire I'expression de \Ifz:n j)(p,gb,D) qui est :

g+ ¢ # \/ 20 B- k2 4 1Jm/(km/,j/p)eimld) (3 91)
(m,j) p’ ) 2 : (m’,3"), (mj R 2 :
\/ 21 Jo" dpp [T (K 0 p)]

Les calculs se font analytiquement et fournissent le résultat simple suivant :

hAQ

2m

Z’t(m,d/) )\ ST B =y (3.92)

ou la dépendance en z a completement disparu, ce qui est logique suite aux commentaires
faits en début de cette section.
Le courant extrait correspondant a tous les électrons d’énergie E est donné par:

=2 Doy (BN () (3.93)
et le courant électrique total par:
Vmet+EF
[=(—¢) / [EdE (3.94)
Vmet

On voit donc qu’une fois les matrices de transfert calculées, le calcul du courant extrait
est quasi immeédiat.

3.9 Cohérence et incohérence

Nous avons donc établi une théorie qui permet le calcul d’une densité de courant. Cette
théorie a été écrite en travaillant dans une base utilisant les coordonnées cylindriques.
La question que nous pouvons nous poser maintenant est la suivante: le résultat est-il le
méme que si nous avions travaillé dans une autre représentation, une base d’ondes planes
par exemple?

On est trop rapidement tenté de répondre par oui. Si on se souvient de ’hypothese d’in-
cohérence entre états incidents, la réponse a cette question devient moins évidente. En effet,
chaque état de base cylindrique peut étre décomposé en somme (cohérente) d’ondes planes.
De méme chaque onde plane peut s’écrire comme somme (cohérente) d’états de base cylin-
driques. Dans les sections précédentes, nous avons envoyé un ensemble incohérent d’états
de base cylindriques. Il n’est pas du tout évident a priori qu’envoyer de maniere incohérente
des groupes cohérents (les ondes planes) de ces mémes états de base cylindriques donne le
méme résultat.

Pour clarifier le probleme et en méme temps le résoudre, considérons le développement
d’une onde plane en coordonnées cylindriques :

+o00o
Y emEon) (eikzZJm(k//p>eim¢> (3.95)

m=—00
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o k = (k//,¢p,k.) est le vecteur d’onde associé. Travailler avec une base d’ondes planes
n’a de sens que dans un espace infini. Afin de comparer les résultats obtenus dans une
représentation par ondes planes et par fonctions cylindriques, nous devons nous placer
dans le méme contexte et supposer que la base d’ondes cylindriques décrit également un
espace infini. Nous reconnaissons alors dans les parenthéses de cette expression les états de
base cylindriques correspondant a un espace non restreint.

Pour une énergie F, les états incidents dans une représentation en ondes planes sont
décrits par les indices %/, et ¢y, tandis qu’en ondes cylindriques les indices &/, et m sont
utilisés. La notation des états incidents ne differe donc que par un indice.

Intéressons-nous donc a la densité de probabilité correspondant a une valeur donnée
de l'indice commun k/,. En représentation d’ondes planes, cette intensité est due a la
contribution (incohérente) de toutes les valeurs de ¢y, tandis qu’en représentation d’ondes
cylindriques elle est due a la contribution (incohérente) de toutes les valeurs de m. En
représentation d’ondes planes, cette densité de probabilité est donnée par:

2 2
+ _ + g
ni, = [ oDy |vi (3.96)

ou D;r// est la densité d’état (qui ne dépend que de la valeur de k//). Etant donné que
chaque onde plane incidente peut étre considérée comme une combinaison linéaire d’ondes
cylindriques (avec e™(3=9%) les coefficients du développement), la linéarité de I’équation
de Schrodinger nous permet d’écrire ce dernier résultat en fonction des solutions obtenues
avec une base d’ondes cylindriques:

+o0 2

S emaonyt (3.97)

2
+ +
n,; = doD

m=—00

Ce résultat se transforme alors comme :

0 “+oo 2T
o pt - G- gt g
nk// - Dk// Z Z 0 d¢k€ g \Ilm,k//\llm’,k//

m=—o0 m/=—oo

+00 2
=21 > D || (3.98)

Cette derniere expression coincide avec celle que 'on aurait utilisé pour calculer la
densité de probabilité n:// correspondant a tous les états incidents de vecteur d’onde pa-
rallele £/, dans une représentation par ondes cylindriques. Les deux approches sont donc
équivalentes.
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3.10 Lien avec la théorie des groupes

La théorie que nous avons développée exploite la présence d'un axe de symétrie central
d’ordre n. Nous avons constaté en manipulant 1’équation de Schrodinger 'existence de n
groupes de fonctions de base indépendants. La symétrie posée dans ce probleme est un cas
particulier de toutes les symétries traitées par une autre théorie, la théorie des groupes.
Quel lien existe-t-il entre cette théorie et la notre?

L’existence d’un axe central d’ordre n correspond dans la théorie des groupes a 'exis-
tence d’un opérateur de rotation C,. Le groupe de symétrie correspondant est noté C,
et contient les n opérateurs {E,CA’MCA’TQL, e ,C’Zj‘l}. Etant donné que ces opérateurs com-
mutent entre eux, le groupe C, est abélien et il existe n classes C? (avec C° noté F)
qui correspondent a chacun de ces opérateurs. Il existe donc également n représentations
inéquivalentes irréductibles du groupe.

Dans notre théorie, nous avons n groupes de fonctions de base indépendants que nous
noterons avec un indice my = 0,1,...,n — 1 de la fagon suivante: {< p,¢|mo + q.n,j >}q€Z.
Chacun de ces groupes de fonctions constitue une représentation du groupe C,,. En effet,
dans un mode passif ou les opérateurs agissent sur un systéme de coordonnées droitier (ou
dans un mode actif ol les opérateurs agissent sur la situation physique décrite dans un
systeme gaucher), on vérifie pour chaque fonction du groupe mq que:

< p7¢‘é;|m0 + qn?] > = < (é;)il(pu(ﬁ”mo + qnh? >
hgp)eime an o 0

\/27T fOR clpp [Jm(km,jp)f
— wfno < p7¢|m0 +q.n,g > (3'99)

. 2 . i . ’
avec Wy, = €% une des n racines n'°"* de 'unité.
Chaque groupe de fonctions de base caractérisé par l'indice mg représente la classe
C,, par le nombre complexe w;, ~qui est le caractere x™°(C},) de la représentation. Notre
représentation est ainsi résumée par la table de caracteres suivante :

C, E| C, | C* |...|Crt
groupe 0 1 1 1 e 1

groupe 1 1] wh | w? | et
groupen—1 | 1 |w! | |w? Wit

On reconnait la table de caracteres correspondant aux représentations inéquivalentes
irréductibles du groupe C,,. Elles sont en effet inéquivalentes puisque 1’ensemble des ca-
racteres associé a chaque groupe my differe de celui des autres groupes. Elles sont irréductibles
puisque les caracteres sous F valent tous 1.
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Par ailleurs, on peut s’assurer de I'orthogonalité entre les lignes de la table de caracteres
en vérifiant la relation :

n—1

S X"(CLX(Ch) = G Bng (3.100)

=0

avec 'ordre du groupe g = n, ainsi que 'orthogonalité entre colonnes par :

n—1
> X" X™(C) = %5@@-/ (3.101)

mo=0

olt N; est le nombre d’opérateurs dans la classe C qui vaut ici 1.

Nos groupes de fonctions de base correspondent donc chacune a une des représentations
inéquivalentes irréductibles du groupe C,,. Le groupe qui contient I'indice m = 0 correspond
a la représentation habituellement notée A. Lorsque n est pair, le groupe qui contient 'in-
dice n/2 correspond a la représentation notée B. Enfin, les autres groupes, qui comme nous
I’avons vu, se présentent par paires de groupes conjugués, sont habituellement rassemblées
dans la table de caracteres par paires notées F.

Ceci termine la présentation de notre théorie de diffusion correspondant a un potentiel
réel. Nous reviendrons au chapitre 6 sur la méthodologie des matrices de transfert. Nous
verrons comment étendre cette méthodologie au traitement des matrices rectangulaires et
comment controler les instabilités inhérentes a cette technique. Les deux chapitres suivants
constituent une extension de ce chapitre au traitement des potentiels complexes et des
champs magnétiques.
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Chapitre 4

Théorie de diffusion électronique par
un potentiel complexe

4.1 Introduction

Comme nous ’avons vu au chapitre 1, 'observation de fibres de carbone conduit a leur
classification en deux familles: les fibres dites transparentes et les fibres opaques.

Les premicres apparaissent brillantes a 1’écran. Elles ont typiquement un diametre de
I’ordre du nanometre. Le champ électrique entourant ces fibres joue un role important dans
I’aspect de I'image, en attirant les électrons par effet de sucking-in.

Les fibres opaques apparaissent au contraire noires a 1’écran et correspondent donc
mieux a ce que 'on attend d’une microscopie a projection. Leur diametre est typiquement
supérieur a 2 nm.

L’origine de cette distinction est attribuée dans la littérature a I’absorption des électrons
dans le matériau de la fibre. Cette absorption est d’autant plus importante que la fibre est
épaisse.

Notre modele a supposé jusque maintenant une distribution d’énergie potentielle réelle.
Il résulte de cette hypothese que la densité de courant vérifie I’équation de continuité
et que les électrons ne peuvent donc pas disparaitre. Comme nous allons le voir dans la
section suivante, I'introduction d’'une partie imaginaire dans 1’énergie potentielle permet
de reproduire cette absorption.

4.2 Potentiel complexe et absorption

Pour comprendre ce qui se passe lorsque l'énergie potentielle prend une partie imagi-
naire, commencons par regarder I’équation de Schrodinger :

—h—2d—2+V( |V (z,t) = 'hQ\D( t) (4.1)
2m dz2 % =1 ot % '

ol nous avons pris une seule dimension z.
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Lorsque I'énergie potentielle ne dépend pas du temps, on peut séparer la dépendance
spatiale et temporelle de la fonction d’onde en écrivant :

U(z,t) =V (2)¥(¢) (4.2)

L’équation de Schrodinger se résout donc en deux parties:

n? d?
L0
ih () = BY(1) (4.4)

ou I'énergie F apparait ici comme une constante de séparation.
La deuxieme équation est triviale a résoudre et fournit le résultat suivant :

U(t) = e in! (4.5)

Lorsque l'énergie potentielle prend la valeur constante V' < E | la premiere équation
fournit le résultat général :

U(2) = Ae'** 4 Be~ k= (4.6)
avec k = 1/277’;1(E — V), de sorte que la fonction d’onde totale est donnée par:

U(zt) = Ae'F= 70 4 Beil-ha—70) (4.7)

Il est facile de se rendre compte que la premiere partie de la solution décrit une onde
qui se propage vers la droite (dans le sens des z croissants) et la deuxiéme partie une onde
qui se propage vers la gauche. Aucune absorption n’est présente.

Regardons maintenant ce qui arrive lorsqu’on ajoute une partie imaginaire négative a
I’énergie potentielle. Restons dans le cas ou la partie réelle de 1’énergie potentielle prend

une valeur constante V, et notons la partie imaginaire négative V;(r) = —V;.
L’équation a résoudre est alors la suivante :
n & d
————+ (V. —iV}) | U(2,t) = ith—U(z,t 4.8
g+ (= 10| W) = in 0 (1)

Cette équation peut a nouveau se résoudre par séparation de variables. Deux manieres
de faire sont possibles, suivant l’expression de la constante de séparation. Commengons
par le cas le plus simple et prenons comme constante de séparation £ — ¢V;. L’équation a
résoudre se met alors sous la forme:

_+4m@::Em@ (4.9)

hoW(t) = (B—iV)u() (4.10)
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ou la premiere équation prend une forme identique a celle correspondant a 1’énergie poten-
tielle purement réelle. La deuxieme équation fournit le nouveau résultat :

U(t) = e iite W (4.11)
et la fonction d’onde totale se met sous la forme:

Vi

U(z,t) = (Aei(szgt) + Be"(’“’%% e R

avec k = /2(E —V,.).

On a toujours deux ondes se propageant dans des sens opposés, mais cette fois-ci la

! (4.12)

3
fonction d’onde disparait au cours du temps a cause du facteur e~ #¢. La probabilité de
trouver 1’électron varie dans le temps comme :

(U(z,t)]* ~ e T (4.13)

ou 7 est le temps de vie caractéristique de 1’électron donné par:

_h
=57

T (4.14)

Une autre maniere de résoudre ’équation 4.8 consiste a prendre £ comme constante de
séparation. Cette équation se ramene cette fois au systeme:
n d?
—————+ (V. —iV;) | V(2) = EVY(z 4.15
S+ (=i U(z) = B () (415)

0
ih=-U(t) = BV() (4.16)

La deuxieme équation reste alors identique a celle rencontrée lorsque 1’énergie potentielle
. . ~ . _iE o .
est purement réelle et fournit le méme résultat W(t) = e *#’. La premiere équation donne
quant a elle la nouvelle solution :

U(z) = Ae™ + Be ™ (4.17)

avec k = /22((E — V) +4V;). Comme (E — V) et V; sont positifs, k peut s’écrire sous la
forme k = k, + ik; ot k, et k; sont positifs.
La solution de I’équation 4.8 prend alors la forme compleéte :

\I/(Z,t) — Aei(krzfgt)fkiz +Bei(7krzf%t)+kiz (418)

La premiere partie décrit toujours une onde se propageant vers la droite et la seconde une
onde se propageant vers la gauche. Les facteurs e*** sont responsables de I’absorption de
I'onde dans la direction de propagation.
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On peut a nouveau calculer I'absorption de I'onde électronique au fur et a mesure de
sa progression. On trouve alors:

W (z,t)]* ~ e P12 (4.19)
ou A est la distance caractéristique d’absorption de I’électron donnée par :
A= ! (4.20)
2k '

En considérant I’expression de k, on peut calculer 1'expression exacte de k;. On trouve
alors

B 9

1 /2m Vi
2 _ 4.21
2\ w2 VE-=V, (4.21)

L’expression de A devient alors:

. JQmWE—muW—(E—m

2m
n T (E—=V,)
2m Vi

Dans cette derniere équation, on retrouve la distance caractéristique d’absorption de
I’électron comme produit de son temps caractéristique d’absorption par ce qui peut étre
considéré comme sa vitesse. Les deux approches sont donc cohérentes et on dispose ainsi de
relations utiles entre la valeur de la partie imaginaire de 1’énergie potentielle V;, le temps
caractéristique d’absorption 7 et la distance caractéristique d’absorption A. Nous utiliserons
par la suite la deuxieme approche, qui reste applicable lorsque la partie imaginaire de
I’énergie potentielle V; varie dans ’espace.

A = 7(hk/m) (4.22)

4.3 Origine physique de la partie imaginaire du po-
tentiel

Expliquons pour commencer la signification physique de cette absorption. Il est évident
que ’électron ne peut disparaitre physiquement (nous excluons les processus de capture
électronique (par exemple) qui pourraient transformer ’électron). Le fait d’avoir une par-
tie imaginaire dans 1’énergie potentielle permet de réduire de maniere aisée le nombre
d’électrons décrits par la fonction d’onde. Que deviennent alors les autres? Les électrons
qui disparaissent de la description peuvent avoir donné une partie de leur énergie a un
noyau atomique ou un électron lors d’une collision. Ils peuvent aussi lors d’une de ces in-
teractions avoir perdu toute relation de phase avec le reste des électrons. Dans les deux cas,
ces électrons ne sont plus capables de participer a la formation de la figure de diffraction
et ne doivent donc plus étre considérés comme appartenant a la fonction d’onde utilisée
pour calculer cette figure.
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Maintenant d’ott provient cette partie imaginaire mathématiquement? Pendry [50] don-
ne une réponse a cette question dans un ouvrage consacré a la technique LEED. Nous
donnerons ici un résumé de son explication.

Le vrai probleme a considérer est un probleme a N+1 électrons, dans lequel 'électron
que nous avons considéré jusqu’ici est décrit avec les N électrons du matériau observé
dans une fonction d’onde totale ¥(rg,so; ....;rn,Sn ), ou les variables s; sont les spins. Cette
fonction d’onde est solution de I’équation a N + 1 électrons:

h2 N N 2
- ()T + Y= E,,T (4.23)
Zmz;:) ZO %;21 ATeg |rj — 15

ou V. est ’énergie potentielle due a la présence de tous les noyaux atomiques.
L’idée de Pendry est de séparer W en une partie décrivant 1’électron incident et une
partie décrivant ’ensemble des autres N électrons, par une somme antisymétrisée :

v = Z¢k(r0750)rk(r1:31;----;rNaSN) (4.24)
k

ou les indices k correspondent au niveau d’excitation des N électrons, décrits par les états
orthonormés I' :

2

—— va + Z Ve(r)Ty + Z Z Iy =R, (4.25)

i=1 j=i+1 47T€0|I'] _r2|

Ey est le niveau fondamental de la distribution des N électrons. ¢, correspond a un
état ot ’électron incident a donné une partie de son énergie Ej, — Ey pour exciter les autres
N électrons et les amener de 'état I'g a I'y,.

En introduisant I'expression 4.24 dans ’équation 4.23, on obtient :

n?_, N2 1
— Vi + Vel T I
zk: o VO T (ro) + Z < drey |r; — o) O1(r0,80) Lk (T1,515 o T SN
= Z(Etotal - Ek)¢k(r0730)rk(r17513 i TN,SN) (4.26)
k

D’apres les commentaires précédents, les états ¢ ou I’électron incident a perdu une
partie de son énergie ne sont pas ceux a considérer pour calculer la figure de diffraction
finale. L’état qui nous intéresse est celui ou les N électrons sont restés dans leur état
fondamental. On isole cet état en multipliant I’équation précédente par I'] et en intégrant
sur les coordonnées des N électrons:

h?
—%VQ + Ve(ro) 4 vop(r0,50) | do(r0,50) = (Erotar — Eo)do(ro,50) (4.27)
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Dans cette équation, v,, est le potentiel optique dont I'expression est la suivante:

e’ EN: ¢k(r0750)
4me =1k ¢0(I‘0,80)

Z // d‘/l// dVNFEk)(rhSl;"";rN78N)Fk(r1’Sl;"";rN7SN) (428)

rj — rol

Uop(r0730)

81...SN

Une évaluation de ce terme est proposée a la référence [50]. On admet aisément qu’il puisse
prendre des valeurs complexes et prenne donc la forme générale v,,(r) = V,(r) + iV;(r),
faisant apparaitre les expressions que nous utilisons depuis le début de ce chapitre.

Ce raisonnement met en évidence ’origine de la partie imaginaire de 1’énergie potentielle,
qui apparait bien ici comme résultant d’'une excitation des autres électrons du matériau.
Le raisonnement peut étre généralisé pour inclure 'excitation de phonons ou toute autre
interaction résultant en un transfert d’énergie de 1’électron incident au matériau. On com-
prend aussi que plus I'énergie de 1’électron incident est grande, plus il aura 1'occasion de
donner une partie E, — Fy de cette énergie pour exciter le matériau. La partie imaginaire
de I'énergie potentielle augmente donc (en valeur absolue) a chaque fois qu'une nouvelle
excitation est possible. Pour des grandes valeurs de 1’énergie, ’électron devient trop rapide
et la partie imaginaire de 1’énergie potentielle tend & décroitre comme In E/ VE. Pour des
métaux (Cu, Ni, Ag, ...), Vi(r) prend des valeurs typiques de -1 eV (pour E < 15 eV), -4
eV pour (15 eV < E < 100 eV) et ne descend pas en dessous de -10 eV au-dela.

4.4 Traitement de I’équation de Schrodinger

Apres cette longue présentation, reprenons notre modele et voyons comment traiter ces
parties imaginaires de I’énergie potentielle.

4.4.1 Ecriture de la fonction d’onde

Nous décrirons la fonction d’onde de la méme maniere que dans le chapitre précédent,
par 'expression :

T (K jp)e™?
\/ 21 3¢ dpp [Tn (kimjp)])”

(4.29)

W(r) =D Oy (2)

ot les k,, ; sont solutions de J; (k,;R) = 0.
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4.4.2 Ecriture de I’énergie potentielle

Nous séparerons les parties réelles et imaginaires de I’énergie potentielle en I’exprimant
comme :

400 +o00
Vi(p,g.2) = (Vor(2) +iV0i(2)) + D Vig(p2)e" ™ +i > Vi (p,2)e" ™ (4.30)

g=—00 g=—00

ot les quantités V. ,(p,z) et Vi, (p,z) doivent étre calculées par:

o 2m/n )
Vlpd) = 5= [ ReV(p.0.2) = Vo (2))e "do (431)
_ 27 /n .
Vilp) = 5= [ (mV(pe.2) = Vou(z)e"do (4.32)

Cette écriture permet de garder les relations V,_,(p,z) = V;, (p,z) ainsi que V;_,(p,2) =
Via(p,2).

4.4.3 Equation de propagation

L’équation de Schrodinger se traite de la méme facon que dans le chapitre précédent et
fournit I’équation de propagation suivante :

d*® () (2) 2m 2m ,
L+ S E K = S (Var(2) + V0i(2)| @ (2
= 2D (M(2) + NG () Rnmgnin (2) (4.33)
q

avec .

R _
Mg{{; (Z) _ 2m fO dpp‘/;q(p,Z)Jm(km,jp)Jqun(kqun,j/p) (434)

22
W I3 dpp [T (kg )\ S dp [Ton— g (Ko p))
i’ 2m fR dp,OVi Pz Im km{ﬂ Im—qn(Km— n,j' P
Ng;’]](z) — ? RO q( ) 2( Rj ) q ( qn,j ) - (435)
\/fo dpp [Jm(km.p)] \/fo dpp [Jm—gn(Km—qn.jp)]

Cette équation préserve l'existence de n groupes de fonctions de base indépendants.
Son traitement différe cependant de celui présenté au chapitre précédent.

4.4.4 Implémentation numérique

Le traitement de I’'équation 4.33 se fait a nouveau en supposant que I'énergie potentielle
complexe V(r) varie en escaliers et prend des valeurs constantes sur chaque palier de
longueur Az. Notons Vp,(Az), Vo i(Az), M,?ZJJ/(AZ) et N;J;(Az) les valeurs asymptotiques
des composantes de I’énergie potentielle et les coefficients de couplage sur ce palier.
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Sil'ensemble des coefficients @, ;)(z) & traiter est stocké dans un vecteur ®(z), 'équation

4.33 peut se mettre sous la forme:

d? — —

@(I)(z) + E®(z) = (M +iN)®(z) (4.36)
oi E est une matrice diagonale qui contient les éléments 2% F — k2 . — 23(Vj,.(Az) +
iVo.i(Az)) et M et N les matrices qui contiennent les coefficients de couplage Mgﬂ; (Az) et
NET(A2).

Les matrices M et N sont hermitiennes. Cette propriété nous permet donc de calculer
la moitié de chacune seulement. Il n’en est pas de méme pour la matrice G = E — M — NN,
qui ne présente aucune symétrie exploitable. Il est donc nécessaire de la construire en entier
sur chaque palier Az et de la diagonaliser par une sous-routine permettant le traitement
de matrices générales.

Notons A la matrice diagonale contenant les valeurs propres (complexes) de G et V la
matrice qui contient en colonnes les vecteurs propres de G. L’équation précédente devient
alors:

d> _ —
@q)(z) + VAV 1®(2)=0 (4.37)
ot V71 est la matrice inverse de V.

En multipliant par la gauche cette équation par V™! et en se rappelant que la matrice

G est indépendante de z sur le palier Az I’équation précédente se met sous la forme:

2
dz?

ot nous avons utilisé V=1 V =T et défini £(z) = V1d(2).
Puisque A est diagonale, I’équation 4.38 est triviale a résoudre. Chaque composante
&i(z) de £(2) s'exprime en effet comme une paire d’exponentielles complexes:

€(2) + AE(z) = 0 (4.38)

&i(z) = AeVNE 4 Bie VA (4.39)

ou A; est la valeur propre complexe correspondant a &(zldans A. Les coefficients A; et B;
sont fixés par les valeurs de £ = V1@ et d%f = V‘ld% a 'extrémité du palier Az d’ou
la solution est propagée.

La propagation des coefficients ®,, ;(z) sera moins précise que lorsque I’énergie poten-
tielle est réelle. D'une part, le calcul des valeurs propres et vecteurs propres de la matrice
G doit se faire par une sous-routine qui ne peut exploiter aucune symétrie. D’autre part, la
décomposition £(z) = V~1®(z) demande I'inversion numérique préalable de V! | alors que

. . . ez . —+
1. En effet, il est plus rapide de propager les coefficients correspondant aux différentes solutions W, .
simultanément. Le nombre de systemes a résoudre coincide alors avec la dimension de la matrice. Résoudre
ces systemes séparément ne se justifie alors pas au point de vue de la stabilité.
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pour une énergie potentielle purement réelle cette matrice aurait été unitaire et donc in-
versible analytiquement. Les problemes numériques viennent essentiellement de ce dernier
point. Il s’avere méme que les sous-routines standard ne conviennent pas!

Une solution & ce probléme consiste a remplacer 'opération V~! par:

V= (viv)tyt (4.40)

En procédant de cette maniere, on remplace 'inversion de la matrice générale V par celle
de (VV) qui est hermitienne définie positive! On peut donc utiliser une sous-routine
appropriée qui donne de meilleurs résultats.

Que signifie cette relation? L’opération d’inversion d'une matrice V peut étre considérée
comme une opération permettant le calcul des coordonnées contravariantes d’un vecteur
quelconque le long de la base constituée par les colonnes de V. Le facteur de droite de la
relation 4.40 fournit les composantes covariantes de la décomposition souhaitée. Le facteur
de gauche représente I'inverse de la métrique, dont ’application permet le passage aux
coordonnées contravariantes.

Cette formule s’avere plus efficace par le fait que 'opération V1 est analytique et traite
donc de maniere exacte la phase des vecteurs auxquels elle s’applique. L’opération (V1V)~!
concerne essentiellement les amplitudes des vecteurs traités. Les résultats sont moins sen-
sibles a des erreurs dans cette derniere partie.

La méthode présentée ici permet la propagation des coefficients ®(,, ;(z). Leur utilisation
est identique a celle présentée dans le chapitre 3. Les relations entre matrices de transfert
appartenant a deux groupes conjugués ne sont cependant plus applicables lorsque 1'énergie
potentielle prend une partie imaginaire. En effet, le complexe conjugué de la solution d’une
équation de Schrodinger avec une énergie potentielle complexe correspond a une onde dont
I’amplitude augmenterait exponentiellement dans le sens de propagation. Ces solutions ne
correspondent a rien de physique dans ce contexte.
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Chapitre 5

Théorie de diffusion électronique par
un champ magnétique

5.1 Introduction

Ce troisieme volet de notre présentation méthodologique est consacré a la diffusion
électronique par des champs magnétiques. Nous avons vu au chapitre 1 que des particules
de Fe3z0, présentent une magnétisation permanente qui induit des franges caractéristiques
al’écran. Ces franges apparaissent paralleles aux lignes de champ et d’autant plus resserrées
que le champ est fort.

Pour vérifier ces observations, il est nécessaire d’étendre notre théorie de diffusion au
traitement des champs magnétiques. Cette extension de la théorie se place tres bien a la
suite des chapitres 3 et 4 puisque, comme nous le verrons, ’équation de Schrédinger prend
des parties imaginaires. Nous pouvons donc nous servir en grande partie des techniques
développées jusqu’ici.

Nous supposerons comme toujours la présence d'un axe de symétrie d’ordre n, en par-
ticulier dans la distribution du champ d’induction magnétique B. Ce dernier sera notre pa-
rametre d’entrée. Le champ d’induction magnétique intervient dans I’équation de Schrodin-
ger par 'intermédiaire d'un potentiel vecteur A que nous devrons construire a partir de la
distribution du champ. Comme nous le savons, nous disposons d’une certaine liberté pour
la construction du potentiel vecteur. Nous préciserons au fur et a mesure du traitement de
I’équation de Schrodinger les conditions sur A qui nous apparaitront utiles. Ces conditions
en fixeront ainsi la jauge. Apres la présentation des techniques de traitement de 1’équation
de Schrodinger, nous montrerons comment construire, a partir de la distribution de B, le
potentiel vecteur A dans la jauge que nous aurons précisée.

Etant donné que c’est A qui intervient dans ’équation de Schrodinger, nous pouvons
deés maintenant imposer une premieére condition: que A soit (comme toutes les quantités
considérées jusqu’ici) invariant sous toute rotation de 27 /n autour de I'axe z. Etant donné
les constatations faites jusque maintenant, nous pouvons nous attendre a ce que cette
condition maintienne 'existence de n groupes de fonctions de base indépendants, ce qui
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allege considérablement les conditions de calcul.

5.2 Traitement de I’équation de Schrodinger

5.2.1 Ecriture de la fonction d’onde

Venons-en donc au traitement de 1’équation de Schrodinger. Nous décrirons comme
toujours la fonction d’onde par I'expression :

T (K jp)e™?
\/ 21 3¢ dpp [Tn (ki jp))”

ou les k,, ; sont solutions de J), (k,, ;R) = 0.

W(r) =D Py (2) (5.1)

5.2.2 Ecriture de I’énergie potentielle et du champ d’induction
magnétique

Nous utiliserons la méme expression que dans le chapitre 4 pour ’énergie potentielle :

+oo +o0o
Vipd.z) = (Vor(2) + iVoi(2)) + Y Vig(p2)e' ™ +i > Vig(p,z)e' ™™ (5.2)
q=—00 gq=—00

ol les quantités V,,(p,z) et Vi, (p,z) se calculent par:

_ m/n )
Vialo) = o [ (ReV(p6,2) = Voo (2))e s Gx)
o 2w /n .
Vi) = 5= [ (mV(pe.2) = Voi(z)e do (5.4)

Etant donné que le potentiel vecteur A(p,¢,z) est périodique en ¢ avec une période de
27 /n, nous pouvons exprimer la dépendance en ¢ de chacune de ses composantes en série
de Fourier :

Apo) = 3 Alp2)e™ (55)

q=—00

olt les coefficients A,(p,z) doivent se calculer par:

- n 27 /n Ciom
Aq(Paz) = 27/ A(p7¢7z)e ! ¢d¢ (56)
7 Jo
Les coefficients de Fourier vérifient les relations utiles: V,_,(p,z) = VTZ(p,z) ,

Vi (p.z) = ViZ(p,z) ainsi que A_,(p,z) = K;(p,z).
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5.2.3 Equation de propagation

Considérons l'opérateur hamiltonien H, fonction des opérateurs de position R, d’im-
pulsion P, d’énergie potentielle V' (fonction de R seulement) et du potentiel vecteur A :

H = Q}n P — (A2 + V(R)
- ;:L - <2_,:L) [P.A+AP]+ 26;142 +V(R) (5.7)

Nous pouvons en déduire ’équation de Schrodinger stationnaire :

<r|H|V>=FE<r|¥ > (5.8)
NI SOl V.(AD) £ AV £ (V4 A — EU (5.9)
2m “om ' ' 2m N '

n? (—e)h e
A VAU + 2A.VU] + (V + — A = BV (5.10)
2m 2m 2m

Cette équation fait intervenir une dérivée premiere de la fonction d’onde a cause de
V. En utilisant les expressions 5.2 et 5.5 pour 1’énergie potentielle et le potentiel vecteur,
ainsi que 5.1 pour la fonction d’onde et en projetant cette équation sur chaque fonction de
base, on obtient le résultat (provisoire) suivant :

A?d,, ; 2
( J)(’Z> 4 [m

2m .
122 ?E - k?n,j - ?Gfo,r(z) +iV0i(2)) | P ) (2)

= D ((ME(2) + OR75(2)) + (N3 (2) + a2 (2) R megn) (2)

q.3'
i, d
+ 21055 (2) - Pimgnn (2) (5.11)
q.5’

avec :

R I/ ez 12
Mq,jf(z) _ 2ﬁf0 dpp(v;“q(paz) + %A2q(p7z))Jm(km,jp)Jm—qn(km—qn,j’p) (512)

W I dpp [T e 0) P\ JE dpp [T gn (i gnyop))

R —e)hT A
iy = 2l dee(Via(p2) + GV Ag(p2) T (kngp) Tncan(inmans ) 5 1o

2
h VIE dpp [k )P I dpp [in—gn(Kngn )
fOR dp@q(lo:z)‘]m(km,jp) Jm—qn(km—qn,j’p)

m?]
h VIE dpp [T (k)AL SE dop [ nan (R0
, — R dopA, (p,2)Tm(kmi0) T (Ko
Py - 2(—¢) I Jo" dppApy(p,2) T (Km,5P) T gn(Km—gn.i7 ) (5.15)

VI dpp [T ks 00V SE dpp [Tongn (Ko 0))?

' (z) = 2(=¢)  Jo' dppAsq(p,2) I (ki) Ton-gn(Kim—qn,jrp) (5.16)

e S8 dpp [ (ks )P I dp g (K )
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Dans ces équations, A2,(p,z) et V.A,(p,z) sont les composantes de Fourier de A2 et
V.A. Elles peuvent étre mises sous une forme plus pratique en considérant la forme parti-
culiere du facteur V.A,(p,2) :

10(pA, ,(p,z iqn— A, 4(p,z
V.Aq(p,Z):* (p P7Q(p ))+7A¢7q(p,z)+ (I(p )

1
p dp p 0z (5:17)

-/
et en notant que Ng{fj (z) contient un terme qui peut se réécrire comme :

om oo dppy PP T (K, 0) Jengn (K —gn 1 P)
B2 2m
VIE dpp K0S dpp [T (B gnr )]

e — R
= GO a0 Tl T ),

R _
— [ ooy (0.2 o B 3) T (- )

R _
S L R A A (]

/ N [ oo hutt oy [ oo [Jm_qn@m_qn,j,pﬂ (518)

ou les dérivées partielles par rapport a p et z des grandeurs concernées peuvent étre rem-
placées par des dérivées totales puisque ces deux variables sont indépendantes.
L’équation 5.11 prend alors la forme:

AP, (2 2m 2m ,
E) P k2 = 20 (2) Vo) @)
= D (M7 (2) + OR7i(2) + AN (2) + P (2)) @m—gngr) (2)
.5’
y Q7j/ d
+ > 1Q77(2) - Pom-an(2) (5.19)
.5’
avec
qu’(z) — 2ﬂ foR dpﬂ(vrq(PaZ) + Q%Pq(%z))(]m(km,jp)‘]m—qn(kvrb—qmj’P) (5.20)
m,j - 2 .
h \/IOR dpp [Jm(km,jp)]2\/f0R dpp [Jqun(kiqun,j’p)]2
Nod () = 2o dopViglp) + GER gD o (ko ) S (e srp)
m,J - 2
i \/foR dpp [Jm(km,jp)]z\/foR dpp [Jm—qn(km—qn,j’p)]z
4 (_e) RZp’q(R,Z)Jm(kmij)Jqun(kqun’j/R) (521)
n \/IOR dpp [‘]m(km,jp)]Q\/foR dpp [Jm—qn(km—qmj'p)]Q
R —
g (76) f dpA¢ (paz)Jm(km,jp)Jm—qn(km—qn,j’p)
Oni(2) = —T(m + (m —qn)) 0 ! (5.22)

VIS dop U o s )P S A 1o o)
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R —
(—e) fo dPPqu(P»Z) (Jm(km,jp)d%JM—qn(kM—qn,j’P) - dime(km,jP)Jm—qn(km—qn,j’P))

h \/ S dpp [Jm(km,jp)]2\/ S dpp [ —gn (b —gn 510

(5.23)

QZ;],;(Z) _ 2(—e) f dPPAzq(pv )Jm(kMJP)Jm qn(km qn,j’ 'p) (5.24)

h
\/fo dpp [ (km.jp)] \/fo dpp [Jrm—qn (km—qn,j7p)]°

L’existence de n groupes de fonctions de base indépendants est préservée par I’équation
5.19. Nous pouvons la traiter en supposant toutes les grandeurs constantes sur des pa-
liers de longueur Az et en notant leur valeur par (Az). On note M, N, O, P et Q
les matrices contenant respectivement les coefficients de couplage M, q’jf(Az) N, q’j{(Az)

Oq’] (Az), anl’j%( z) et Qq’] (Az) ainsi que E une matrice diagonale contenant les termes
2 E kr, i — 25 (Vor(Az) + iV (Az)). Sil'ensemble des coefficients @ ;)(2) & traiter est
stocké dans un vecteur ®(z), I'équation 5.19 prend la forme:

d2
dz?

En définissant G = E — (M + O) — i(N + P), I’équation précédente se met sous une
forme

®(2) + E@(2) = (M + O) +i(N + P))®(2) + (ZQ) ®(2) (5.25)

d? ood—
58(:) + GB(2) = (1Q)B(2) (5.26)

que nous ne savons pas résoudre, parce que les matrices G et Q ne se laissent en général pas
diagonaliser simultanément ! Heureusement, nous n’avons pas encore déterminé completement
la forme de A et nous pouvons encore lui imposer de satisfaire la condition :

A, =0 (5.27)
Avec cette condition, I’équation 5.19 prend sa forme définitive:
d*®,, (2 2 2m ,
)y [P g2 () V()] @ (2
= Z((Mﬁifj(Z) + O85(2)) + i(NE(2) + P2 ()@ n-gn jr) () (5.28)
7,5’
avec
2o oy = 2 da doeVea(p2) + 5 (02) I ) I an (on—an0) (5.29)
m,J - 2 .
f \/fOR dpp [Jm(km,jp)]Q\/foR dpp [Jm—qn(km—qn,j’p)}Q
D N L A T L )
md B2 \/ R 2 /R 2
S dpp oo s TP\ S dpp 1R )
L O RA(RAIn(onsB) I any B) 5.0

h \/fOR dpp [Jm(km,jp)]2\/f0R dpp [Jqun(kqun,j’p)]2
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R, —
(76) f() dpA¢q(va)J7rL(km,jp)']m—qn(km—qn,j’p)

OL%(z) = — 5= (m+ (m — qn))
m,Jj
h \/fOR dpp [Jm(km,jp)]2\/foR dpp [Jqun(kqun,j’p>]2
(5.31)
P J'l( ) (—6) fOR dppAipq(p,z) (Jm(k"”ajp)%J’”—qn(k’rﬂ—qn,j'ﬂ) - dime(krrb,jp)Jm—qn(km—qn,j’p))
'm7,j z = A
\/ Jo dpp [Jm(km,jp)]z\/ Jo' dpp [Ton—gn(km—qn 510
(5.32)
qui s’écrit cette fois sous la forme compacte :
T F()+ GB(2) =0 (5.33)
—P(z z) = .
dz?

et que nous savons résoudre grace aux techniques développées dans le chapitre précédent.

Les matrices M, N et O sont hermitiennes. P est anti-hermitienne. Nous pouvons ici
aussi calculer et stocker seulement la moitié de chacune de ces matrices. Par contre G
doit étre construite entierement sur chaque palier Az et diagonalisée par une sous-routine
générale.

5.3 Construction du potentiel vecteur

Pour établir une équation de propagation utilisable, nous avons dii imposer au potentiel
vecteur A de vérifier deux conditions:

1. périodicité selon ¢ (période 27 /n)
2. A, =0
Il nous reste maintenant a montrer comment, a partir d’'une distribution du champ d’in-

duction magnétique B vérifiant uniquement la premiere condition, construire un potentiel
vecteur A qui satisfait les deux conditions.

Le potentiel vecteur A est relié au champ d’induction magnétique B par la relation :
B=VxA (5.34)

qui permet de vérifier automatiquement la deuxieme équation de Maxwell V.B = 0.
Si nous écrivons cette relation en coordonnées cylindriques et en tenant compte du fait
que A, = 0, nous obtenons les trois équations:

A,
B, = 2% .
) - (5.35)
0A
B, = 2 .
® 5 (5.36)

10(pAy) 104,
p Op p O¢

(5.37)
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Les deux premieres équations nous fournissent une forme générale pour les composantes

Ap et A¢Z

Adpo2) = [ Balp.o)de' + £,(p.0) (539)
Aolpd2) = = [ Bylpo. ) + fulpo) (5.30)

ou 27 est a ce stade une constante quelconque.
Si ces deux quantités sont remplacées dans la troisieéme équation, on trouve que f, et
fs doivent vérifier la relation :

: _18(pBP)_laB¢>d/ 10(pfs) 10f, _ o 5.40
/zl<pap 006 ) 0 e o

En utilisant V.B = 0 dans l'intégrale, cette relation se met sous la forme:

19(pfs) 10f, _
p Op p 0p

Cette condition nous permet de déduire les expressions de f, et fy:

flpd) = —ap / (p.6/,21) do/ (5.42)
folpd) = (=) = [ 4B 0.2) df (5.43)

ou ¢1, p1 et a sont des constantes quelconques.

Seule la fonction fy est compatible avec un axe de symétrie d’ordre n, de sorte que nous
devons exclure f, en choisissant o = 0.

Finalement, le potentiel vecteur qui satisfait les conditions que nous nous sommes im-
posées et qui décrit B peut étre construit par les relations:

A(p.0:2) = [ Bulp.o)d (5.44)
Adpo2) = = [ Bylpo.)dZ + 7 [ Bl b2y (5.45)
Apdz) = 0 (5.46)

oll nous avons choisi p; = 01

1. Si B, est régulier en p = 0, il peut se développer en série de Taylor autour de p = 0 et il est facile de
constater que fy(0,0) = 0 en utilisant ce développement et en faisant tendre p vers 0.
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5.4 Traitement de la zone extérieure au champ magnétique

Il nous reste encore a préciser la valeur de z;. Le probleme est le suivant: méme si
le champ d’induction magnétique B est limité a une partie de la région II, le potentiel
vecteur A ne s’annule en général pas des deux cotés de cette région. Or I'expression des
états incidents, les équations de propagations que 1'on souhaite utiliser en dehors de la
zone de champ et la technique de propagation par fonctions de Green sont basées sur une
écriture de I’équation de Schrodinger ot A est nul.

Nous pouvons cependant relier les solutions ¥ de cette équation incomplete

[;n (?v)Q V()

aux solutions ¥ de I’équation complete :

Uy(r) = EVy(r) (5.47)

1 (h ’
[ (,V — (—e)A) +V(r)| ¥(r) = EVY(r) (5.48)
2m \ ¢
simplement par [75]:
i(—e) [r r r

U(r) = 7 dn A g (5.49)

oll r; désigne une position quelconque?.

Nous pouvons prendre r; = (0,0,2;) avec

2 =D (5.50)

et choisir un chemin (représenté a la figure 5.1) reliant r; a r = (p,¢,2) en faisant varier
dans un premier temps uniquement z, de maniere a atteindre le point (0,0,z), et p ensuite
pour atteindre r.

Dans la région III (# > D), ol nous supposons I'absence de champ, A, et A, sont nuls
(grace au choix particulier de z; pour A,) de sorte que nous avons:

Wo(r) (5.51)

Nous pouvons donc utiliser les techniques développées précédemment pour traiter la pro-
pagation dans cette région.

2. On vérifie en effet que

h Uze) [ r').dr’ [ h i) [T r).dr' [ h
(V - (e)A) U=¢ " Ji, Ao (.V‘Ifo —(—e)A¥, + (G)A‘I’O) =e " J., A (.V‘Po)
1 1

1



85 Théorie de diffusion électronique par un champ magnétique

E
T,=
g
¥
(0,0,z)
X
(~z)

F1G. 5.1 — Chemin utilisé pour relier le point (0,0,21) au point (p,$,z). La zone de champs
magnétiques est comprise entre les plans z = zy et z = zy.

Si nous supposons que la zone contenant le champ magnétique est limitée par
20 < 2z < 2z = D, A, est indépendant de z pour z < z; et, comme A, est nul, nous
avons :

i(—e) [P

\IJ(I') zéz’o e o Ap(p'@,zo)dpl\I;O(r) (552)

Ce dernier résultat nous apprend que nous pouvons utiliser les techniques présentées
dans les deux chapitres précédents pour résoudre ’équation de Schrodinger dans la région
z < zp. Il suffit ensuite de multiplier les solutions obtenues avec cette équation incomplete

i(—e) P ’ ’
(A étant absent) par e * Jo Ao (@' 9:z0)dp pour obtenir celles que nous aurions trouvées par

la technique (plus lourde) de ce chapitre.
e (g b y
Comme la fonction e 7 Jo A2(¢"9:20)d" oot indépendante de z, nous pouvons I'incorporer

dans les fonctions de base utilisées pour décrire la dépendance selon p et ¢ des fonctions
d’onde. Les coefficients ®,, ;)(2) obtenus dans la région z < 2 par la méthode des deux
chapitres précédents doivent donc étre considérés comme se rapportant a cette nouvelle
base, c’est-a-dire étre ceux intervenant dans le développement :

1) [ Ay (0! b20)dp! ime
2<z e n o Jm(k:mfp)e
\I/(I‘) =" E CI)(m,j)(z) J (553)

" V2 [E dpp [T (K yp))?

On vérifie facilement que cette nouvelle base vérifie les mémes conditions d’orthogonalité
et de complétude que la base de départ.
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Les coefficients @, j)(z) obtenus dans la région z > 2 se rapportent toujours a la base
originale, c¢’est-a-dire sont ceux du développement :

W) Y b ()t ma)
T L Tmd) R 2
s V2 S dpp [T (k)]

puisque la présence de A a été explicitement incorporée dans les équations de propagation,
qui ont été écrites par rapport a cette base.

I1 est donc nécessaire, lors de la combinaison des matrices de transfert associées a chaque
tranche, de faire un changement de base approprié en zy, afin d’exprimer les résultats a cette
interface dans une base identique. L’existence des n groupes indépendants est préservée
dans cette opération.

(5.54)
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Chapitre 6

Matrices de transfert rectangulaires
et controle de stabilité

6.1 Introduction

Les trois chapitres précédents nous ont exposé toute la base théorique nécessaire a la
simulation de la diffusion électronique par des potentiels réels, complexes et par des champs
magnétiques. Certains aspects numériques ont été abordés. Comme nous I’avons vu, notre
méthode repose essentiellement sur le calcul de matrices de transfert.

La technique des matrices de transfert, comme elle a été présentée jusqu’ici et comme
elle est présentée dans la littérature, suppose une forme carrée, pratique a inverser. Comme
nous allons le voir dans ce chapitre et dans les applications qui vont suivre, il est parfois
pratique de travailler avec un nombre d’états de base différent de chaque coté de la barriere
de potentiel associée aux matrices de transfert. Celles-ci prennent alors une forme rectan-
gulaire et I’étape d’inversion nécessite un traitement particulier.

Par ailleurs, les matrices de transfert apparaissent en fin de compte comme les seuls
éléments obtenus numériquement dans l’expression finale des solutions utilisées pour cal-
culer les densités de courant. Leur précision dépend donc de celle des matrices de transfert
elless-mémes. Comme nous l'avons annoncé au chapitre 2, la technique des matrices de
transfert est tres instable. L’erreur relative sur le résultat augmente en effet de maniere ex-
ponentielle avec la distance associée au calcul de diffusion. Pour une distance trop grande,
les résultats perdent toute signification. Ce chapitre aborde aussi ces problemes de stabilité
et la maniere de les controler.

6.2 Principe du calcul des matrices de transfert

Nous avons déja expliqué plusieurs fois le principe du calcul des matrices de transfert.
Nous le rappellerons brievement ici pour des raisons de clarté et afin de fixer les notations
utilisées dans ce chapitre.

Soient {\IIJI’+,\IJJI-’_} et {\II§II’+,\I/§]I’_} deux ensembles d’états de base orthonormés
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utilisés respectivement dans deux régions séparées I (z < 0) et III (z > D) pour la
représentation des fonctions d’onde. Ces fonctions d’onde seront associées chacune a des
conditions frontieres données. Les symboles + et — indiquent le sens de propagation de
chaque état de base (+ désigne une propagation de la région I vers la région III).

Les matrices de transfert contiennent les coefficients des solutions particulieres corres-
pondant a un seul état incident \I/?+ ou \IIJI-H’f :

2<0 1,+ — I,— 22D II1+

J 1,7

o 2 S el 2wl S el (6.2)

%

Ces matrices sont obtenues en deux étapes. La premiere consiste a établir un autre
ensemble de solutions:

=+ 2<0 I, I,— z2D L III,
;o= ZA:F]\IJ’L ++ZBL‘I’1‘ = vt (6.3)
- 220 I,— z2D — qlII,- — gL+

Ces solutions particulieres sont obtenues en propageant les états \IJJI»H’Jr et \I/§’_ a travers
la région intermédiaire II (0 < z < D) et en décomposant la solution obtenue en états
incidents et réfléchis.

Dans une deuxieme étape, la linéarité des équations de propagation est utilisée pour
obtenir les solutions 6.1 et 6.2 a partir des solutions 6.3 et 6.4 grace aux relations:

ttt = At (6.5)
tt = BTAT (6.6)
t— = A (6.7)
tt— = B A (6.8)

Les problemes abordés dans ce chapitre concernent uniquement ces quatre dernieres
relations. En effet, d’'une part elles supposent que les matrices AT et A~ & inverser sont
carrées. Il faudra donc montrer comment généraliser ces relations pour traiter des matrices
rectangulaires. D’autre part, ces matrices sont tres mal conditionnées et tous les problemes
de stabilité proviennent de leur inversion. Nous devrons donc remplacer ces relations par
des opérations moins cotiteuses en précision.

Avant de poursuivre, notons qu’a ce stade les inversions de matrice peuvent étre rem-
placées par des résolutions de systeme, dans le cas ou une partie seulement des solutions
\If]i est souhaitée. Cette fagon de faire permet d’une part de gagner du temps et d’autre
part de réduire quelque peu les instabilités. Elle ne peut cependant pas se substituer a
I’algorithme des tranches qui nous présenterons par la suite.
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6.3 Matrices de transfert rectangulaires

6.3.1 Motivation

Considérons maintenant une situation ou le nombre de fonctions de base utilisé pour
représenter la fonction d’onde dans la région I differe de celui utilisé dans la région III.
Dans notre modele de diffusion, cela peut arriver si nous considérons des régions de ’espace
caractérisées par des cylindres de confinement de rayons R et R’ différents.

De telles situations seront rencontrées par la suite, lorsque nous imaginerons la présence
d’une ouverture circulaire sur la grille porte-objet (afin de réaliser des expériences de dif-
fraction et tester la qualité du faisceau extrait des nanopointes).

Cette région intermédiaire (notre région I1I) entre la région II (contenant la nanopointe)
et la région de propagation libre jusqu’a I’écran (que nous rebaptisons ici “région IV”)
peut étre représentée tres simplement par une région cylindrique dont le rayon R’ est celui
souhaité pour 'ouverture circulaire. Dans cette application, le rayon de confinement utilisé
dans la région III sera plus petit que celui utilisé dans la région 1. Le nombre d’états de
base utilisé pour représenter la fonction d’onde sera donc plus petit dans la région III que
dans la région I et les matrices de transfert seront rectangulaires.

If

III

II

A\

RI

Qo E

F1G. 6.1 — Ouverture circulaire faisant apparaitre deux régions caractérisées par des états
de base en nombres différents.
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6.3.2 Implémentation par inverses généralisées

Considérons donc une telle situation, ou le nombre d’états de base est plus petit dans
la région III que dans la région I. Les conclusions que nous tirerons seront directement
applicables au cas contraire, puisque les quatre matrices de transfert considerent des états
incidents depuis chaque région.

Le fait que les états de base dans les régions I et III ne soient pas en nombres identiques
n’empéche pas d’établir les solutions :

=+ 2<0 , ,— 22D ,

U = ALY Y B = v (6.9)
=— 250 I,— 22D — T III,— — 11,4+

TS wyT =AY Y B (6.10)

Dans ces relations, les matrices A% et BT ont plus de lignes que de colonnes, tandis que
les matrices A~ et B~ ont moins de lignes que de colonnes.

oy . . J < s / . +-1
Nous pouvons alors utiliser une inversion généralisée pour remplacer les opérations A
-1 o ,
et A= . En effet, toute application A de C™ dans C" de rang r (représentable par une
matrice n X m) peut s’écrire comme :

A=WH (6.11)

ou H est une application de C™ dans C” de rang r (représentable par une matrice r x m)
et W une application de C" dans C" de rang r aussi (représentable par une matrice n x r).
L’inverse généralisée de A est alors donnée par:

AT =HI(HH) Y (WIW) Wi (6.12)

ou ' désigne I'opération associant & une matrice sa transposée complexe conjuguée. L’in-
terprétation de AT sera précisée dans un instant.

Etant donné que les états de base dans les régions I et III sont orthogonaux, nous
pouvons nous attendre a ce que les solutions décrites en 6.9 et 6.10 soient linéairement
indépendantes et donc que le rang des matrices A1 et A~ soit donné par le nombre d’états
de base le plus petit entre celui des régions I et III. Dans I'exemple que nous considérons,
il s’agit du nombre d’états de base de la région III. Les deux matrices A* et A~ peuvent
donc étre mises sous la forme 6.11 en prenant H = I pour AT et W = I pour A~. Les
inverses généralisées de ces deux matrices sont alors données par les relations:

A++ — (A+TA+)—1A+T (613)
AT = ATA AT (6.14)

valables lorsque A™ possede plus de lignes que de colonnes et A~ plus de colonnes que de
lignes.
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Avant de procéder au remplacement de ces définitions dans les relations 6.5 a 6.8, il est
nécessaire de réfléchir aux propriétés particulieres de 'inverse généralisée.

Dans le cas considéré, A* définit une application dans un espace de dimension supérieure
a celui de départ. Son inverse généralisée permet un retour dans cet espace de départ :

AYTAY =T (6.15)

Une fois la matrice AT calculée, nous considérerons ses colonnes comme les coefficients
dans la région III des solutions correspondant a ’arrivée d’états linéairement indépendants
dans la région I. Ces états incidents indépendants sont cependant plus nombreux que le
nombre maximum d’états transmis indépendants que la région III peut contenir. Afin de
préserver la conservation du courant dans notre modele, les états incidents dans la région 1
qui ne trouvent pas de place dans la région III devront étre réfléchis a I’entrée de la région
IIT par le formalisme. Ces inquiétudes sont justifiées mathématiquement par le fait qu’en
général on a:

ATAYT £ T (6.16)

Cette constatation justifie pour AT le qualificatif d’inverse ¢ gauche de A'.

Quant a la matrice A~, elle définit une application dans un espace de dimension
inférieure a celui de départ. Un retour n’est plus completement possible puisque ’espace
d’arrivée associé a A~ ne peut contenir autant de vecteurs linéairement indépendants que
celui de départ. Ici aussi, une inégalité en général vérifiée confirme nos commentaires :

ATA £ T (6.17)

Par contre, I'inverse généralisée A~ contient dans ses colonnes les coefficients dans la
région I des solutions correspondant a 'arrivée d’états linéairement indépendants dans la
région III. Ces états incidents sont en nombre plus petit que la dimension de représentation
dans la région I. La région I permet donc de les contenir en préservant leur indépendance
et nous avons la relation :

A A" = T (6.18)

Cette constatation justifie pour A~" le qualificatif d’inverse & droite de A~

Ces commentaires et surtout les inégalités 6.16 et 6.17 montrent que 'inverse généralisée
est une opération plus subtile que I'inversion utilisée sur des matrices carrées et surtout que
certaines précautions doivent étre prises pour réfléchir les états incidents qui ne trouvent
pas de place dans I'espace d’arrivée.
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Pour voir comment remplacer adéquatement les relations 6.5 a 6.8, écrivons les solutions
6.9 et 6.10 sous la forme compacte:

(00 2 L AT (L) BY
=i (6.19)
(0, 2L
= AT (e BT (6.20)

Multiplions par la droite la premiére relation par AT et la seconde par A~ :

H‘x\v/
S

(W) 2 LU L AYAYT (el )BTATT
=P e At (6.21)
_ 2<0 — _
(T, = (LU )ATT
(.

U VATAT (e ) BTATT (6.22)

J J

I7+
J

ne se laisse pas simplifier comme: (... ,\IJ§’+, ...)I. Nous avons anticipé ce probleme et nous
savons qu’il est dii a des états de base incidents dans la région I qui ne trouvent pas de
place dans la région III. Pour traiter adéquatement ces états (... ,\IIJI.’+, LI —ATAT,

il suffit de leur imposer une réflexion a l’entrée de la région III en posant une relation :

Etant donné I'inégalité 6.16, le terme (..., U5% . )ATA*" dans la premiére équation

(00 = (LT )@ - ATAT) 1 (L )D (I - ATATT)

J J
D

(.., u* )0 (6.23)

z

[V

La matrice D~ permet d’assurer la continuité de la fonction d’onde lorsque les matrices
de transfert rectangulaires raccordent deux développements applicables en un méme point.
Dans notre exemple, cette situation est rencontrée si D = 0. En général, on peut toujours,
par l'algorithme des tranches présenté plus loin, utiliser des matrices de transfert carrées
pour prolonger les développements a raccorder jusqu’a un point commun donné, ou la
technique des matrices de transfert rectangulaire est appliquée. Si z = D (= 0 dans notre
exemple) est ce point commun, D™ est choisi de telle sorte que:

(Ut (e DT O (6.24)

. . I+ . I+ ik, - _ .
Par exemple, si les états ;™ sont donnés par W~ = et*=37 DT gexprimera comme :

Dt =

Z?]

_i2k‘z"'D S
{ erm s =g (6.25)

0 sinon
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On peut alors additionner les relations 6.21 et 6.23 pour obtenir :

(W) = LU O (L) (BYATT DI - ATAYT))
=L AT (6.26)
_ 2<0 _
(05, = ,..)A+
= ,q@”*, T (L )BTATT (6.27)

En identifiant ces relations avec la forme souhaitée:

CUUIA N R GO SN | SR GO S L
R RS e (6.28)
_ 2<0 __
(0 = )t
20 W (et (6.29)

et en utilisant les expressions 6.13 et 6.14 pour les inverses généralisées, on obtient les
expressions suivantes :

gttt — (A+TA+>—1A+T (6.30)
t—t = B+(A+TA+)_1A+T+D_+(I—A+(A+TA+)_1A+T) (6.31)
t = AT(ATA D! (6.32)
tt~ = B AT(AA)! (6.33)

valables lorsque AT posséde plus de lignes que de colonnes et A~ plus de colonnes que de
lignes. On vérifie facilement qu’on retrouve les relations 6.5 a 6.8 lorsque les matrices A™
et A~ sont carrées.

Les relations 6.5 a 6.8 se généralisent donc par :

ttt = At (6.34)
tt = BTA*T 4+ D HI-ATATT) (6.35)
t— = A" (6.36)
t7— = BTAT +D"(I-A"A) (6.37)

ot les matrices D™1 et D™~ sont déterminées par la condition de continuité de la fonc-
tion d’onde au point de raccord des deux représentations et les inverses généralisées sont
calculées par:

M" =M M)"'M' (6.38)
lorsque les matrices M concernées ont plus de lignes que de colonnes et par:

M™ =M (M M (6.39)
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dans le cas contraire.

Les résolutions de systeme peuvent remplacer les inversions de matrice toujours dans le
cas ou une partie seulement des solutions est souhaitée, mais aussi a condition que I'inverse
se situe comme dernier facteur a droite des relations concernées. Cette substitution n’est
donc possible que lorsque l'inverse généralisée est calculée de la facon donnée en 6.39.

6.3.3 Interprétation des formules d’inversion

Pour nous convaincre de 'efficacité des relations 6.30 a 6.33 et mieux comprendre ce
qui se cache derriere, nous allons considérer le cas simple ot les régions I et I1I contiennent
respectivement 2 et 1 états de base (pour chaque sens de propagation).

Interprétation des relations pour t* et t=*

Situation idéale Commencons par considérer une situation ou les deux états de base
dans la région I sont choisis de manitre & ce que les états de base W1 soient les seuls
pouvant étre associés a une valeur non nulle de la fonction d’onde dans la région III.
Dans I'exemple que nous avons considéré jusque maintenant, les états \If{’i sont ceux
incidents et réfléchis sur I'ouverture circulaire tandis que les deux autres états de base \Ilé’jE
correspondent aux états incidents et réfléchis sur le bord de 'ouverture. Nous ajouterons
un indice ideal pour marquer le caractere idéal du choix de la représentation dans la région
L.

II7
gt

La solution que nous obtenons en considérant 1’état sortant est alors la suivante :

@)= (W Vi) () + W Vi) (1) 2 (@11 (640

Nous avons posé la relation :
@) 2 Vi) (1) + Ol Vi) (0 ) 2 @0 (6.41)
ol e représente le facteur nécessaire a la continuité la fonction d’onde en un point de

raccord commun.
Les matrices A*, BT, tTF et t~1 prennent alors les expressions suivantes :

AT = (%1> (6.42)
Bt = (%1) (6.43)
R ’&1’2(@ 0) (6.44)

4+ ath /10 ax((1 0 ay 1 § _(aby/|a? 0
tt = !alyz(o 0)+e <<o 1>_(0>ya1|2(“1 0) _< s eiA)(6.45)
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L’application de notre méthode fournit donc le résultat suivant :

2<0 1 0 - _ a‘b/|ai)? 0
(\Ijiideah\l[;—,idE(IZ) = (\Ij{:;tleal7\11£:;tleal) (O 1> + (qj{:ideal’qjé:ideal) < ! lé| 1| ei)x)

P 1

= (") s (a) 0) (6.46)

jaa |2

N ~ . . ; =+ ;0
ott 'on reconnait facilement nos solutions de départ ¥, .0 = @197 . 0cur €6 U sveat = Vs ideal-
Notre méthode conserve donc les solutions physiques.

Situation réelle Dans le paragraphe précédent, nous avons utilisé une représentation
particuliere ou seuls les états incidents avec un indice 1 pouvaient étre transmis tandis que
les états incidents avec un indice 2 étaient automatiquement réfléchis.

Considérons maintenant une représentation générale. Les nouveaux états de base (in-
dicés par reel) peuvent étre considérés comme un mélange des états de base dans la
représentation idéale. Nous pouvons relier les deux représentations de la fagon suivante :

Un U
(Wl W) = (U5 (0 02) (6.4

1,reel’ = 2,reel U21 U22

Un U 12)
Un Ux )

Dans une situation réelle, U est inconnue, mais nous pouvons utiliser cette relation
pour suivre ce que deviennent les composantes de nos nouveaux états de base au cours du
traitement.

- . P . :
La solution ¥, peut étre réécrite dans la nouvelle représentation :

grace a une matrice unitaire U = <

—+.  2<0 a Ut — — biUf \ =>D 7
@) 2 ) (D) + ) () 2 w701 (68)

Les matrices AT, BT, tTF et t~F prennent cette fois les expressions suivantes :

U*

At = (al 11) 6.49
b ES

Bt = (1 11) 6.50
b U7, ( )
a/*

¢t — ’a11’2(U11 Uss) (6.51)

_ A0 aib ; |U ]2 UrU

= (6 : >+ 191 ix ( H* 11 12) 6.52
0 ez)\ ( |CL1|2 € ) U11U12 |U12|2 ( )
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On peut alors examiner le contenu des solutions données par notre méthode:

(W) = i) (o 1)

1,reelr * 2 reel 1,reel’ * 2,reel 0 1
i\ * 2 *
I— I e 0 aiby (|U11| U11U12)
+ (\Ijl,reeb\pQ,reel) (( 0 eiA) + (|CL1|2 € ) UllUikQ |U12|2
=) (Ve V) (6.53)
ay

En utilisant les relations U; U;1 + U5Uj2 = 6;; dues a l'unicité de la matrice U, on
constate apres quelques manipulations algébriques que ces deux solutions sont simplement
. o L=t =0
des combinaisons linéaires des solutions ¥, et U :

1 — .

\Ijtreel = aiUll\I]f+U21\Ij(1) (654)
1
1 — .

\I];—,Teel = aiU12\I]1++U22\IJ(1) (655)
1

On voit donc que dans tous les cas, notre méthode traite de maniere appropriée les
parties partiellement transmises et purement réfléchies contenues dans la solution de départ,
méme lorsque cette décomposition n’est pas connue explicitement. Les solutions fournies
sont donc correctes, puisqu’elles se ramenent a une combinaison linéaire de solutions du
probleme.

Interprétation des relations pour t=— et t*—

Situation idéale Considérons maintenant la construction des deux autres matrices de
transfert et commencons ici aussi par considérer une représentation idéale ou les états dans
la région I indicés par 1 sont les seuls a pouvoir étre transmis dans la région III.

La premiere étape consiste a établir les deux solutions correspondant a chacun des états
sortant \Ij{:i_deal et \Ilézz-_deal. Etant donné le choix particulier de la représentation, les solutions
prennent la forme suivante :

—_—— = — 2<0

< I— I— 22D oI~ II1,
(\Ijl,ideala\IIZideal) = (\Ill,z'dealvqjlideal) = (‘111 ) (a1 0) + (‘1’1 +) (bl O) (6-56)
Les matrices A=, B™, t7~ et t™~ prennent alors les expressions suivantes :

A™ = (a1 0) (6.57)
B~ = (b 0) (6.58)

= ’ai ( OT) (6.59)
) (6.60)
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Notre méthode fournit donc une solution unique qui est la suivante :

_ 2<0 — — 1 ai\ z>D — a¥by
(\Ijl,ideal) = (\Ij{:ideabqjé:ideal)w < 01) = (\II{I[’ )(1) + (\IJ{II’+) ( \a11|2) (661)

Cette solution correspond & la solution de départ W, 5., = @17 4., qui est la seule

pertinente pour un état incident dans la région III, la deuxieme solution @2_ ideas TEStant
nulle dans cette région.

Situation réelle Nous voyons donc que notre méthode sait trouver parmi les deux solu-
tions de départ celle appropriée a un état incident dans la région II1. Regardons maintenant
ce qui arrive lorsque les deux solutions de départ sont mélangées dans une représentation
quelconque. Les états de base de cette nouvelle représentation peuvent toujours étre reliés
aux états de base de la représentation idéale par ’expression :

P I+ I+ U U

(qil,reel’\ljlreel) = (qjl,ideal7\112,ideal> (U U. ) (662)
21 Uz

Ui U12)

Un U/

Nous pouvons alors reformuler les solutions de départ dans la nouvelle représentation

par:

grace a la matrice unitaire U = <

- - <0 ql- gl
(‘Ijl,reeb\I]Q,reel) = (\Ijl,reeb\IIQ,reel)

= (qJ{II’_) ( Ullal U12(Z1 ) + (\If{ll’+) ( Ullbl U12b1 ) (663)

Les matrices A=, B™, t7~ et tT~ prennent cette fois les expressions suivantes :

A- = (U11a1 U12a1 ) (664)
B~ = (Upub; Upb) (6.65)
o (Uﬁ)
t— = ) 6.66
‘%’2 12 ( )
_ atb
t+ = ( \a11|; ) (667)

La solution fournie par notre méthode est alors:

- <0 - gI— y 01 %
( l,reel) = (\:[Jl,reeb\lllreel)m (U};)

2 iy ¢ e () 659

la1]?
En notant que (W17 wl~ ) (Uikl ) — Wl . on voit que la méthode fournit la méme
> s U1*2 ,uaea
solution que lorsque la représentation est idéale. Notre méthode est donc capable d’extraire
parmi les deux solutions qui lui sont proposées l'information nécessaire a la construction
d’une solution appropriée a 1’état incident dans la région III.
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6.4 Controle de stabilité

6.4.1 Motivation

La technique des matrices de transfert, telle qu’elle a été présentée jusqu'ici, est parfai-
tement applicable au traitement de situations quelconques, pour autant que les matrices
concernées puissent étre calculées avec suffisamment de précision. Cette réserve est impor-
tante, car il s’avere en pratique que cette condition n’est pas toujours vérifiée.

En effet, 'application des formules 6.30 a 6.33 implique l'inversion de plusieurs ma-
trices. Ces opérations s’accompagnent d’une perte de précision qui augmente de maniere
exponentielle avec la distance et limite donc la portée de la méthode.

L’algorithme des tranches apporte une solution efficace a ce probleme de stabilité,
en permettant le calcul de matrices de transfert associées a des distances plus petites et
donc mieux conditionnées. Nous allons présenter ici cet algorithme ainsi qu’un modele
permettant de prédire la précision du calcul et de 'appliquer au mieux.

6.4.2 Représentation de ’erreur

Afin de mesurer 'erreur d’un résultat nous devons introduire une définition claire de
cette notion ainsi qu'un moyen pratique de I’évaluer. Nous souhaitons pouvoir dire combien
de chiffres sont significatifs dans le résultat d’un calcul. Il nous faut donc évaluer son
erreur relative. On pourrait attacher un parametre d’erreur a chaque élément de matrice,
mais cela doublerait I’espace mémoire associé a chaque matrice et demanderait des efforts
de calcul supplémentaires trop importants. Nous nous contenterons donc d’un parametre
donnant 'erreur relative globale sur le résultat, mais d’une facon qui n’accorde pas trop
d’importance aux éléments de la matrice qui sont petits par rapport aux autres.

Dans un calcul numérique, la représentation d'une matrice A sera différente de sa valeur
idéale A et nous pouvons relier leurs composantes de la facon suivante :

ﬂ@j - (]. + 5A;i,j)Ai,j (669)

ol le terme 0 4,; ; représente l'erreur relative sur la vraie valeur des composantes de A. Nous
définissons alors l’erreur relative sur la matrice A par la relation suivante:

o, = i 105441 (6.70)
i A

Cette définition fournit donc l'erreur relative moyenne sur la matrice A, pondérée par
ses propres éléments. Chaque élément de la matrice contribue ainsi a la valeur de €4, avec
un poids proportionnel a son importance par rapport aux autres éléments. En pratique
il arrive souvent que certains éléments soient entachés d’une grande erreur relative mais
soient négligeables par rapport au reste de la matrice. Cette définition apporte donc une
solution a ce probleme.
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La meilleure précision que 1’on puisse obtenir sur un résultat est celle ou tous les chiffres
représentés sont significatifs. Dans une représentation ou ng; chiffres binaires sont utilisés
pour représenter la partie fractionnaire des nombres réels, cette erreur relative minimale
est donnée par:

€comp = 27 it (671)

La quantité ny; est reliée au nombre d’octets r utilisés pour représenter les réels et au
nombre de chiffres binaires n.,, utilisés pour la représentation de l'’exposant et du signe
simplement par: ny; = 8 * 7 — Negp.

A Tautre extréme, la pire précision que 1’on puisse obtenir sur un résultat est celle ou
aucun chiffre représenté n’est significatif. Cette situation est rencontrée lorsque €4 > 1.

On souhaite maintenant estimer la précision obtenue lorsque des opérations simples
(multiplication, addition, inversion) sont effectuées sur des matrices A et B de précision
€4 et eg connue.

Multiplication Pour obtenir I'erreur relative sur le produit AB, il suffit de considérer
les composantes du produit :

(AB)i; = > (1+0aix)(1+ 0pu;)AixBr,
k

~ Y (1+ (0aik + 0Bkj))AikBr;
k

(1 n Sk(0aik + 0Bk j)Ai k Br j
>k Ai kB j

) (AB); (6.72)

qui montrent que:

o Z’L,j ‘Zk(5A717]g _'_ 5B;k,j)Ai,kBk,j

€AB = (6.73)
Y [(AB)]
En pratique, cette expression sera évaluée simplement par :
€AB — €4 t €pB (6.74)

Addition Dans le cas de I'addition A + B, il faut considérer a nouveau chaque compo-
sante :

(A+B)iy = (1+0ai5)Ai;+ (14 0pi;)Bi,

(0a31,5Aij + 01 Bk j))
= |14 = =2 ) (A+ B) (6.75)
( A;j+ Bi ’

L’erreur relative sur la somme est alors donnée par:

(0a31,jAi j+0B3i,5 Bij) o
i ‘ Gy (A4 B)i

€A+B =
- i (A4 B)il

(6.76)
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et devra étre estimée en pratique par:
Yo i 1A+ Bl
i [(A+ B)ijl

Dans cette formule, I'erreur relative de chaque élément est estimée par une moyenne
pondérée avec les éléments correspondants dans les matrices A et B avant ’addition. On
effectue ensuite une moyenne pondérée de toutes ces valeurs, en utilisant comme poids les
éléments de la matrice obtenue apres ’addition.

On démontre aisément a partir de cette relation la propriété suivante :

(6.77)

€A+B =

min(eq,ep) < €41p < max(€eq,€ep) (6.78)

qui permet d’estimer rapidement les bornes de €4, .

Inversion L’inversion d’une matrice A revient a résoudre plusieurs fois un systeme du
type AZ = b, ot b contient les colonnes de la matrice identité (que I'on définit avec une
erreur relative €.,m;,) et T les colonnes de la matrice inverse.

Les incertitudes relatives sur les quantités présentes dans le systéme AZ = b vérifient
'inégalité [101]:

10| cond(A) 160 ||6A]|
< et R bl 1 6.79
‘f| — 1 cond‘(l.»:)‘|‘|§A|| |b| HAH ( )
ol cond(A) est la condition de la matrice A. Elle est définie par cond(A) = [|A|| |[|A7Y]].
Nous pouvons alors identifier dans cette relation w = €4 ainsi que % = €comp ©F

prendre le membre de droite de cette inégalité comme expression de € ,-1. On obtient alors,
avec une approximation valable tant que e4-1 < 1, I’expression recherchée :

€a-1 = cond(A) x €4 (6.80)
La valeur de cond(A) est majorée par le rapport :

max; |\

cond(A) <

min; |\ (6.81)
ou les \; sont les valeurs propres de A. A condition de connaitre les valeurs extrémales du
spectre de A, nous pouvons utiliser ce dernier rapport pour estimer cond(A).

L’intérét d’utiliser une résolution de systeme plutot qu'une inversion de matrice quand
cela est possible peut se comprendre ici, puisque cette fagon de faire réduit la valeur de
cond(A). En effet, cette grandeur est donnée par I'expression cond(A) = ||A]| [|A7Y],
dans laquelle la valeur effective de ||A~!|| diminue lorsqu'une partie seulement de A1
peut étre considérée. Exprimé d’une autre facon, une inversion de systeme permet de
travailler avec une valeur effective de min; |\;], qui est déterminée & partir d’un ensemble

plus petit (dans lequel les \; restent cependant inchangés). L’algorithme des tranches que
nous présenterons par la suite se révele plus efficace puisqu’il diminue le rapport %\'?\I‘

en agissant directement sur les \;.
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6.4.3 Précision des matrices de transfert

Apres avoir défini clairement la notion de précision et établi des regles pour la calculer,
nous sommes en mesure d’évaluer I’algorithme de calcul des matrices de transfert tel que
présenté jusqu’ici.

Reprenons les formules permettant le calcul des quatre matrices de transfert (que nous
supposerons ici carrées) :

-1

ttt = A* (6.82)
t—t = BYAT! (6.83)
t— = A (6.84)
tt~ = B A (6.85)

Les matrices AT, BT, A~ et B~ sont obtenues par un calcul de diffusion & travers la
meéme barriere de potentiel. Nous pouvons donc raisonnablement supposer qu’elles sont
calculées avec la méme précision €4. En appliquant les regles que nous venons d’établir,
I’erreur relative sur chacune des matrices de transfert est donnée par:

eg++ = eacond(A) (6.86)
€g-+ = €4+ €acond(A) ~ eqcond(A) (6.87)
€—— = €eacond(A) (6.88)
€p+— = €4+ €eacond(A) >~ eqcond(A) (6.89)
ol nous avons anticipé le fait que cond(A) >> 1.
Autrement dit, les quatre matrices de transfert ont une précision €; donnée par :
€1 = eqcond(A) (6.90)

ou l'utilité de I'indice 1 apparaitra par la suite. Il nous reste donc a évaluer les deux facteurs
de cette expression.

Précision des solutions intermédiaires

Les matrices A1 et B~ sont obtenues en considérant chaque état sortant \IIJI‘H’Jr indi-

viduellement, en le propageant de z = D jusque z = 0 et en mettant les coefficients du
développement de la solution Tj ainsi obtenue dans les matrices A™ et BT. La solution
est donc parfaitement définie en z = D et nous allons montrer qu’elle garde une tres bonne
précision apres le calcul de propagation en z = 0.

Considérons le cas ou la région intermédiaire II est une barriere de potentiel de hauteur
V. De maniere générale, les solutions dans la région II sont constituées d’états propagatifs
ou évanescents. Etant donné que les états propagatifs gardent une norme constante quel que
soit le sens de propagation, leur traitement ne doit pas poser de probleme. Par contre les
états évanescents varient de maniere exponentielle avec la distance et nous voulons savoir
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si, compte tenu des erreurs numériques, notre méthode permet un traitement efficace de
ces états.

Ecrivons donc la solution dans la région II comme la somme de paires d’états propagatifs
ou évanescents :

J

)

@_,_ 0<z<D Z <Mi€Kiz + Nie—Kiz) + Z (Mz/’ ik, 12 + Nillefikz,i/2> (691)

ou pour une barriere de hauteur constante V' et des états d’énergie E et de vecteur d’onde

transverse k;, nous avons K; = \/ QFL—ZL(V — E) + k? pour les états évanescents (quand k? >

%—T(E —V))et k., = %—’Q(E — V) — k2 pour les états propagatifs (sinon).
_ gl
- 7

i —+ .
Lorsque nous définissons ¥, en z = D, nous fixons les poids M; et N; des
états évanescents dans le développement précédent comme suit :

L 1y Ldyj"*(z=D)\
M;= -y, =D)+——"- : 6.92
s (v = g P EEE (6.92)
L i+ 1 dy;""" (2 = D) KD
N, = (i = py - L ¥ K 6.93
; (w =) - g M EED) (6.99)
ot /"1 (2 = D) est la composante de \1!§H’+(z = D) associée au vecteur d’onde transverse
kit
III 4+,
Comme wZ-IH’Jr est propagatif, nous avons %T(Z_D) = ikz7iz/)illl’+(z = D) avec k,; =

w/%—?E — k? dans la région III. Il est facile alors de vérifier que:

|Mie™ |
|Ni6_KiD| a

1 (6.94)

Cette relation nous apprend que les états évanescents de chaque paire contribuent a
parts égales a la solution \IJj telle que définie en z = D. Apres propagation jusqu’en z = 0,
ce rapport est réduit a:

|MieKiO

_ _—2K;D

Cela signifie que physiquement les états évanescents N;e %i* doivent dominer les autres
états évanescents M;e®* en z = 0. Quand nous propageons W;r depuis z = D jusque z = 0,
les solutions N;e~%* grandissent exponentiellement tandis que les autres solutions M,e®#*
tendent a disparaitre avec la méme dépendance exponentielle. Les erreurs numériques qui
consistent a attribuer une partie de chaque état évanescent a un autre sont donc amorties

1. En réalité, seul z/JJI-II’+(z = D) est présent dans W;II’+(z = D) et les composantes associées a des

valeurs de k; différentes apparaissent progressivement a cause du couplage avec 1’état associé a k; lorsque
le potentiel varie dans I’espace. Nous avons introduit ici ces composantes dans les conditions initiales pour
simplifier la discussion.
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en cours de propagation et la solution qui s’'impose numériquement coincide avec la solution
physique.

La physique du probleme nous apprend donc que les erreurs numériques en cours de
propagation sont amorties de maniere exponentielle. Les solutions ¥, en z = 0 peuvent
donc étre établies avec une précision comparable a celle en z = D. Les mémes commentaires
s’appliquent & la construction des solutions W, et nous pouvons considérer que:

€A = €com 6.96
P

Conditionnement des solutions intermédiaires

La dépendance exponentielle des solutions physiques dans la région II nous a aidé a
obtenir les solutions ﬁji (et par conséquent les matrices AT, BT, A~ et B~ qui contiennent
les coefficients de leur développement) avec une tres grande précision.

Malheureusement, ces solutions ne sont que des intermédiaires de calcul et ne servent
qu’a fournir les solutions \Iff par une combinaison appropriée. Les coefficients a considérer
pour combiner ces solutions s’obtiennent en inversant les matrices A* et c’est ici que les
probléemes commencent !

Reconsidérons la construction des deux premieres matrices de transfert. Nous venons
de voir que les solutions @j s’expriment en z = 0 comme une somme d’exponentielles et
d’ondes planes:

RS Nt 4 5 (Myetter® 4 Npemher) (097

ol nous avons laissé tomber les états évanescents qui contribuent pour une part négligeable
a la solution.

Les coefficients de ces états, qui forment la matrice & inverser A1, dépendent des condi-
tions initiales en z = D. Autrement dit, I'information nécessaire a une utilisation correcte
de la matrice AT est contenue dans ces coefficients. Le rapport de force qui existait entre les
états M;efi# et N;e %i* existe (dans une moindre mesure) entre les états N;e %% et (dans
une plus grande mesure) avec les états M} e™*='* et Nj,e "=, Certains des états N;e %i?
tendent a dominer la solution, d’autant plus que la distance D est grande. L’information
nécessaire & un traitement adéquat de A™ disparait donc avec les états dominés.

On peut se rendre compte de la réalité du probleme en notant que pour une distance D
assez grande, un seul de ces états N;e fma=* domine entierement la solution (les autres états
contribuant & une partie plus petite que la derniere décimale représentée par le nombre fini
de chiffres significatifs). Les colonnes de AT sont donc identiques (& un facteur multiplicatif
N; pres, qui dépend de la contribution de N;e %maz? j la valeur de @;r en z = D) et la
matrice & inverser AT est singuliere !

Nous nous trouvons donc dans une situation ou le méme processus nous aide a obtenir
des solutions intermédiaires tres précises mais nous empéche de les combiner de maniere
appropriée.
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La condition cond(A™) de la matrice A1 exprime la perte de précision de cette matrice
apres inversion. On peut l'estimer par le rapport entre la transmission maximale de @;r a
travers la barriere de potentiel (qui est eXme=D lorsque N;e™5mas* est seul) et la transmission
minimale (qui est 1 lorsque les états propagatifs sont seuls). Nous obtenons donc :

eKmazD

cond(A") = 1

= effmazD (6.98)

avec Ky ur = ,/Zh—@ .

Le méme raisonnement appliqué a la matrice A~ fournit un résultat identique et nous
pouvons donc écrire cond(A) = efmazD,

Nous avons donc déterminé les facteurs de €; qui s’exprime comme :
€1 = 6compeKmaID (699)

On voit donc bien que I'erreur relative sur le résultat augmente de maniere exponentielle
avec la distance D. Le résultat perd toute signification lorsque ¢; > 1. Une solution a ce
probleme consiste a considérer des distances plus petites. C’est 1'idée de I'algorithme des
tranches que nous allons présenter maintenant.

6.4.4 L’algorithme des tranches

Au lieu de traiter le probleme de diffusion sur la distance D en une fois, nous pouvons
scinder cette distance en tranches adjacentes et traiter le probleme de diffusion sur chacune
d’elles séparément. Etant donné que la distance associée a chaque tranche n’est qu'une
fraction de la distance totale D, les matrices de transfert correspondantes seront plus
précises.

L™
L™

=117 |

||
titity
Titite
titity

=117 |

F1G. 6.2 — Principe de [’algorithme des tranches.
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Nous pouvons ainsi choisir un ensemble de points z; correspondant aux limites entre
tranches adjacentes et classés de la fagon suivante :

O=z20<21<29< < Zp1<zp=D (6.100)
Les matrices de transfert associées a l'intervalle [z;,z;] seront notées th; c Ut et
1377 1377
+_
Zi,Zj'

Il suffit donc de calculer dans un premier temps les matrices de transfert correspondant
a Uintervalle [29,21] et & l'intervalle suivant [zq,25]. Il faut ensuite combiner ces 8 matrices
de transfert d'une fagon appropriée pour obtenir les 4 matrices de transfert correspondant
a l'intervalle [2g,22]. On recommence alors 'opération avec les matrices de transfert cor-
respondant & l'intervalle [z9,23] et ainsi de suite jusqu’a ce que les n intervalles aient été
traités. Nous devons stocker a chaque étape seulement 4 matrices de transfert pour ’en-
semble des tranches déja traitées ainsi que 4 matrices de transfert pour la tranche en cours
de traitement.

Il ne nous manque plus que les formules permettant de combiner les matrices de transfert
associées a U'intervalle [zg,z;_1] avec celles associées a [z;_1,2;]. Ces formules ont été établies
par Pendry[96] pour des simulations de LEED.

On obtient les matrices de transfert exprimant la transmission a travers les 2 tranches
considérées, en réalisant que cette transmission est due aux états qui ont tout d’abord
été transmis a travers la premiere tranche et ensuite a travers la deuxieme tranche, soit
directement, soit apres avoir subi 2 réflexions a l'interface entre les deux tranches, soit
apres avoir subi 4 réflexions, etc.

On peut donc écrire:

RN AN | RN (5 oo D o U e O LS S

= - Z),; o ZZ]_lth;i_l (6.101)
o = o [T Tt )+ (L )+

= Tz [1—%*1,21 Z);i,l]*lt;;,zi (6.102)

Les matrices de transfert exprimant la réflexion a travers les 2 tranches considérées
sont obtenues en réalisant que cette réflexion est due d’'une part aux états qui ont été
directement réfléchis par la premiere tranche rencontrée et d’autre part aux états qui ont
du traverser la premiere tranche, étre réfléchis a 'interface avec la deuxiéme tranche (soit
apres 1 seule réflexion, soit apres 3 réflexions, etc ) et finalement repasser a travers la
premiere tranche.
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On peut donc écrire:

-+ — -+
20,%i 20,%i—1
- —+ —+ +- —+ —+ +— —+ 2 ++
+ 20,%i—1 |:tzi71,zi + tziflazi (t2077«'i71t2i71773i> + tziflyzi (tZO,ZifltZiflyzi) + - } tZo,Ziﬂ
-1
— —+ - —+ _4t+= -+ ++
- tZOpZifl + tz(),zi71tzi,1,zi {1 tzo,zi,ltzi,l,zi} tz07zi71 (6103)
+- — +-
20,%i Zi—1,%i
++ +— +— —+ +- +- —+ +— 2 ——
+ tZifl,Zi |:t207zi—1 + tZO7Z¢71 (tziflyzitzmzifl) + tZOyzifl(tziflyzitZO:Zifl) + .. } tziflyzi
-1
— +- ++ +- _ 4+t +- -
- tzz'flyzi + tzz‘flyzitz()vzi—l [1 tziflyzit207zi—l:| tziflvzi (6‘104)

Dans ces quatre formules, nous avons pu remplacer les séries infinies par une inversion
de matrice grace au fait que les valeurs propres des matrices exprimant les réflexions
sont toutes comprises (en norme) entre 0 et 1. Les inversions de matrice ne peuvent pas
étre remplacées ici par une résolution de systeme puisque ces opérations interviennent a
I'intérieur de chaque relation.

6.4.5 Précision des matrices de transfert implémentées avec 1’al-
gorithme des tranches

Les regles données a la section 6.4.2 permettent d’estimer 'erreur relative lors d’une
simulation réelle. Il est toutefois intéressant d’établir un modele permettant de prévoir le
comportement de l'erreur relative en fonction du nombre de tranches utilisé.

Considérons donc la diffusion d’électrons d’énergie E a travers une barriere de potentiel
de hauteur V et de longueur D. Nous appliquons ’algorithme des tranches en divisant cette
distance en n segments égaux.

L’erreur relative sur le calcul des matrices de transfert associées a chaque tranche peut
étre estimée de la méme facon qu’a la section 6.4.3. On trouve alors:

2m~y, D

€stap = 2 eV T (6.105)

ou nous avons estimé K,,,, en prenant la valeur maximale de la barriere de potentiel sur
la distance D. On peut affiner le modele en utilisant a chaque étape la valeur correspon-
dant a la tranche considérée, mais ce raffinement n’apporte aucun renseignement qualitatif
supplémentaire.

Dans les simulations qui nous intéressent, la valeur maximale V' de la barriere se trouve
au début de la distance D et les électrons considérés ont une énergie E inférieure a cette
valeur. Tous les états incidents considérés sont donc essentiellement réfléchis par la premiere
tranche et les tranches ultérieures qui résultent d’une fusion avec celle-ci.
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Commencons par estimer I'erreur associée aux matrices ¢~ qui expriment la réflexion
des électrons incidents dans la région I. Ces matrices sont actualisées au fur et a mesure
que les différentes tranches sont considérées par la relation :

-1
ot =t o+t ot =t T th (6.106)

20,%4 205%i—1 2052i—1 " Ri—1,%; 2052i—1 " Zi—1,%; 205%i—1

La premiere contribution est due aux électrons qui sont directement réfléchis par la
barriere. Comme nous venons de le remarquer, tous les états incidents sont concernés par
cette réflexion. La deuxieme contribution est due aux états qui ont traversé une premiere
fois la barriere [29,2;—1], ont été réfléchis a l'interface avec la tranche suivante et ont traversé
une seconde fois la premiere barriere. La deuxieme contribution implique donc deux effets
tunnel a travers une barriere qui augmente au fur et a mesure de la simulation. On peut
donc la considérer comme négligeable par rapport au premier terme. La matrice t;(:;i garde
donc la précision du premier terme, qui est celle avec laquelle la matrice t;oJfZ , correspondant
a la premiere tranche a été calculée. Nous pouvons donc écrire :

€\t = Estab (6.107)

La situation n’est pas tout a fait pareille pour les matrices ¥~ qui expriment la réflexion
des électrons incidents dans la région III et sont actualisées par la relation:

-1

t;;);l = t:_ijlazi + t:_i——‘rlyzit:;)y_zi—l 1 - tz_i——‘rlyzit:;)y_zi—l tz_ijlyzi (6108)
_ — —
&— —_ >
1- (-1
_) (—
— i _

F1G. 6.3 — Barrieres de potentiel avec hauteurs différentes et conséquences sur la réflexion
des états incidents.

En effet comme représenté a la figure 6.3, la hauteur de la barriere de potentiel tend
a diminuer sur la distance D et suivant la valeur de I'énergie normale F; = E — %kf de
chaque état incident par rapport a la hauteur locale V; de la barriere dans la tranche 4,
ces états peuvent étre réfléchis (quand E; < V;) ou transmis a travers la tranche i (lorsque
E; > V).

Dans le premier cas la situation est la méme que celle rencontrée pour les matrices ¢t~ :
les électrons incidents sont essentiellement réfléchis par la premiere couche rencontrée.

Cette réflexion est décrite par la matrice tjl:l ., dont Perreur relative est €sqp-
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Dans le deuxieme cas, les électrons “survolent” la tranche i, rencontrent la barriere
[20,2i—1] qui est essentiellement réfléchissante et repassent au-dessus de la tranche i. Con-
trairement aux cas considérés jusqu’ici, ces états restent propagatifs dans la région i et ne
sont donc pas amortis. L’erreur relative dépend par conséquent de la précision des matrices
17~ et tTT associées a la tranche i (qui vaut €4q) et de la matrice ¢7~ associée au groupe
constitué par les tranches précédentes. L’erreur relative sur les matrices t*~ obdéit ainsi a
une équation récursive qui est la suivante:

eti** = maX(eslabazeslab + Eti*:l)
= 265 + Etf:l (6109)
La solution de cette équation est donnée par :
€ = eaap(2i—1) (6.110)
Les deux matrices ttF et t~~ sont encore traitées d'une maniere différente. Ces deux

matrices sont actualisées au fur et a mesure que les tranches sont considérées par les
relations:

o . -1
t;:;i - tzt‘irhzz‘ {1 o tjo,zz‘AtZiirth tjojrzifl (6'111)
_— —_— — — _1 —_—
brore = lagzin {1 - tz:hzz'tjo,zi—J i 12 (6.112)

Les états transmis doivent dans tous les cas traverser une tranche, subir un certain
nombre de réflexions a l'interface et traverser la seconde. La transmission a travers la
tranche i est décrite avec une erreur relative eg,,. L’erreur relative sur les matrices qui
expriment la transmission a travers la tranche [zg,2z;_1] dépend de la fagon dont elles ont
été traitées dans les ¢ — 1 premieres itérations.

Il reste & considérer les facteurs [1 - t;;;i_lt;fhzz} et [1 - t;:jzl_tjojzz,_l}_l . Ces fac-
teurs (que nous désignerons par P) impliquent une matrice associée a la tranche i (dont
I'erreur relative est €44) et la matrice t;«":),_zifl dont D'erreur relative € @ été estimée. La
matrice identité est définie avec une précision €.om,. L'erreur relative des matrices a inverser
est donc €44 + €pr Apres inversion, cette erreur est multipliée par la condition cond(P)
de ces matrices.

Etant donné que les matrices contribuant aux facteurs P ont des valeurs propres com-
prises (en norme) entre 0 et 1, les valeurs propres de P ont toutes le méme ordre de grandeur
et la condition des matrices P doit étre relativement faible.

Une autre fagon de s’en convaincre consiste a réaliser que cond(P) correspond au nombre
de termes dans les séries infinies 1+ (¢5~,  toF )4+ (th— tot P4 (th 1ot )P+

et T4+ (i tF— Y+ tF— 2+ (.t~ ) +... qui contribuent de maniere

Zi—1,%i 20,%i—1 Zi—1,%i 20,%i—1 Zi—15%i 20,%i—1

“1 -1
significative aux valeurs de {1 —ti- ot ZJ et [1 —t Lt J . Ces termes se

réduisent pratiquement a un seul pour les états qui sont propagatifs dans une des deux
tranches (ils ne doivent alors traverser qu'une seule tranche par effet tunnel). Par contre, le
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nombre de termes significatifs dans les séries infinies est tres grand pour les états qui sont
évanescents dans les deux tranches. Cependant, leur contribution est amortie par le fait
qu’ils doivent traverser les deux tranches par effet tunnel. En pratique, cond(P) prend des
valeurs proches de 5 et augmente quelque peu au voisinage de discontinuités dans I’énergie
potentielle.

Nous pouvons finalement écrire la méme équation récurrente pour 'erreur relative des
matrices ¢t et 7 :

€; = €glab + €1 + COTLCZ(P) (Gt{r_—l —+ Eslab) (6.113)

En remplacant dans cette équation €,+- par 1’ expression trouvée précédemment et en
i—1
regroupant les termes, on obtient :

€ = €1+ Eslab<1 + QCOnd(P)’l) (6114)

dont la solution est:
& = euap(i + 2cond(P)(1 + %)(i ~1)) (6.115)

En fin de compte, I'erreur relative sur le calcul des matrices de transfert associées a
une barriere de potentiel de hauteur V' et de longueur D dépend du nombre n de tranches
utilisées de la facon suivante:

[2my D
€n = 2 MiteV B Y (cond(P)n* + (1 + cond(P))n — 2cond(P)) (6.116)

6.4.6 Conséquences pratiques

On peut maintenant utiliser I’équation 6.116 pour représenter 'erreur relative sur le
calcul des matrices de transfert en fonction du nombre de tranches utilisées. C’est ce qui a
été fait a la figure 6.4, ol nous avons représenté ’erreur relative en échelle logarithmique,
avec des valeurs typiques de 25 eV pour la hauteur de la barriere, 4 nm pour la longueur
et choisi cond(P) = 10 ainsi que ny; = 53 (double précision).

On constate sur la figure que la précision du calcul s’améliore au fur et a mesure
que l'on augmente le nombre de tranches et qu’un nombre minimum de 4 tranches est
nécessaire pour obtenir une erreur relative acceptable. On percoit donc bien l'utilité de
I’algorithme des tranches qui permet un calcul correct, la ot 'erreur relative obtenue par
une implémentation classique serait de 102!

Bien que la figure montre une fonction d’erreur décroissante, celle-ci finit par remonter
comme on peut le constater en laissant tendre n vers l'infini dans ’équation 6.116. Ce-
pendant, dans cet exemple, il faudrait de I'ordre de 107 tranches pour que 'erreur relative
dépasse les 100 %. 11 est fort probable que les hypotheéses de notre modele perdent leur
validité avant d’atteindre un tel nombre de tranches et que les ondes évanescentes contri-
buent de maniére non négligeable a augmenter ’erreur. Nous avons réalisé des simulations
avec jusqu’a 400 tranches dans diverses situations sans constater le moindre changement
dans les résultats.
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Erreur relative finale.
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Nombre de tranches.

Fi1G. 6.4 — Erreur relative sur le calcul des matrices de transfert en fonction du nombre de
tranches utilisées. Les valeurs suivantes ont été utilisées: V = 25 eV, D = J nm, cond(P)
= 10, npiy=53 (double précision).

On peut encore apprécier 'efficacité de ’algorithme en représentant 'erreur relative
cumulée au cours du traitement lorsque 1 et 20 tranches sont utilisées. C’est ce que nous
avons représenté a la figure 6.5 avec les mémes parametres que ceux utilisés pour la figure
précédente.

On constate que le calcul des matrices de transfert est limité a 1.4 nm pour une barriere
de 25 eV lorsqu’il est implémenté sans I'algorithme des tranches. On peut se demander alors
quelles sont les limites de celui-ci.

A nouveau, en examinant 1’équation 6.116, on constate que les instabilités dues a une

grande valeur de D peuvent étre maitrisées en utilisant un grand nombre de tranches (pour
2my, D
garder le facteur eV ** ™ petit). Toutefois un nombre trop élevé de tranches fait grandir

le facteur (cond(P)n® + (1 + cond(P))n — 2cond(P)), de sorte qu’il existe une limite aux
valeurs possibles de D. Cette limite est atteinte lorsque cond(P)n? ~ 2™ _c’est-a-dire pour
n de lordre de 107 en double précision. Ce nombre étant celui nécessaire pour garder le

2m~y, D
facteur eV CAD fini, on en conclut que D,,, est de 'ordre de 107 fois la longueur d’onde
associée a la hauteur de la barriere de potentiel V. Rappelons que nous sortons des limites
de validité de notre modele pour un nombre aussi élevé de tranches et retenons que la
méthode a des limites lointaines.

Une question plus utile est celle du nombre de tranches minimum a considérer pour
obtenir une précision de calcul suffisante. Un critéere minimum consiste a exiger que ’erreur
relative sur le calcul des matrices de transfert associées a une seule tranche soit inférieure
a 100 %. Cette condition est satisfaite pour un nombre de tranches minimum n,,;, donné
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FiGc. 6.5 — Erreur relative cumulée sur le calcul des matrices de transfert en fonction de
la profondeur dans la barriére, pour 1 tranche (ligne supérieure) et 20 tranches (courbe
inférieure). Les valeurs suivantes ont été utilisées: V = 25 eV, D = nm, cond(P) = 10,
Ny =53 (double précision).

par:
)

Npir In(2)

Notons que ce critere n’est pas suffisant a cause du facteur (cond(P)n?*+(1+cond(P))n—
2cond(P)). Par contre, pour des valeurs de n supérieures a n,,;, I’accroissement de ce facteur

(6.117)

2m

my
est largement compensé par la diminution du facteur eV *** (en dega de valeurs extrémes).
Etant donné que n,,;, est tel que:

K’maw% _ ONpit

on peut remarquer que n = 2 n,,;, fournit un résultat avec environ la moitié des chiffres
significatifs et que le gain en chiffres significatifs, pour des accroissements supplémentaires
de N, diminue a chaque fois de moitié. Un bon choix consiste a prendre n = 4 n,,;,.

Enfin nous terminerons ces commentaires en présentant une méthode alternative pour
améliorer la précision des résultats. Plutot qu’augmenter le nombre de couches, nous pou-
vons restreindre le nombre d’états considérés dans chaque tranche de maniere a limiter la

valeur locale de K,,,, a une valeur fixée 1/ %AE . Les éléments diagonaux des matrices de
transfert correspondant aux états négligés sont fixés a 1 lorsqu’elles expriment une réflexion
et a 0 sinon. En plus de stabiliser les calculs, cette méthode les accélere et réduit ’espace
mémoire, puisqu’un nombre plus petit d’états est considéré a certaines étapes du calcul.
La précision de cette méthode alternative est donnée par la formule:

[2m ApD
€ = 2 MiteV 1 A8 (cond(P)n* + (1 + cond(P))n — 2cond(P)) (6.119)
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et représentée a la figure 6.6, ou nous avons choisi AE = 10 eV et conservé les autres
parametres. On constate sur la figure que les calculs fournissent plus rapidement un résultat
acceptable.

T I TTy TT TIOTO TR TIO T

Erreur relative finale.
vl vl ol vl ol ol vl vl vl el vl ol vl ol v vl vl vl il vl

TN T I, T T TR TR T TR T

1E-10

5 10 15

N
o

Nombre de tranches.

F1G. 6.6 — Erreur relative sur le calcul des matrices de transfert en fonction du nombre de
tranches utilisées, pour un nombre d’états restreints. Les valeurs suivantes ont été utilisées :
Vi =25eV,D =4 nm, AE = 10 eV, cond(P) = 10, npiz=53 (double précision,).

6.4.7 Confirmation par un exemple

Afin de prouver la validité de I'analyse présentée, nous avons réalisé une simulation
correspondant aux valeurs de 4 nm et 25 eV considérées jusqu’ici. La simulation correspond
a I'observation d’une fibre de carbone de 0.8 nm de coté et suppose une pointe conique de
1 nm de haut. Les détails sur la modélisation de ce systeme seront donnés au chapitre 8.
Nous nous intéressons ici uniquement a la stabilité du calcul. Les résultats pour des calculs
réalisés avec respectivement 1, 2, 3 et 400 tranches sont présentés a la figure 6.7.

On percoit bien dans ces figures les problemes d’instabilités lorsque les calculs sont
réalisés avec 1 ou 2 tranches. A partir de 3 tranches, le résultat est satisfaisant et le reste
lorsque le nombre de tranches est augmenté. Les calculs réalisés avec 3 et 400 tranches
fournissent un résultat absolument identique.

Les courbes d’erreurs théoriques présentées aux figures 6.4, 6.5 et 6.6 sont basées sur
I’hypothese que Ko = ,/QH—ZLV garde la méme valeur sur I’ensemble des tranches. Nous
pouvons affiner le modele en utilisant des valeurs de K., qui dépendent de la hauteur
locale de la barriere de potentiel dans la tranche considérée. La courbe d’erreur théorique,
donnée a la figure 6.8, est alors en bon accord avec les résultats présentés.

La formule 6.116 est donc qualitativement correcte. Une meilleure concordance avec la
pratique peut étre obtenue en considérant la hauteur de barriere associée a chaque tranche.
Ce raffinement du modele tend a diminuer 'erreur relative théorique. Cependant, a des
fins pratiques, 1'utilisation de la formule 6.116 offre plus de sécurité puisqu’elle exige un
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Fi1c. 6.7 — De gauche a droite et de haut en bas, calcul de la densité de courant sur la grille
porte-objet supportant une fibre de carbone de 0.8 nm et située a 4 nm du support métallique
de la pointe. La tension d’extraction est de 25 V. Les calculs sont réalisés respectivement
sans subdivision en tranches, avec 2 tranches, 3 tranches et 400 tranches.
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Fi1G. 6.8 — Erreur relative sur le calcul des matrices de transfert en fonction du nombre de
tranches utilisées obtenue en considérant la hauteur locale de la barriere de potentiel dans
chaque tranche. Les valeurs suivantes ont été utilisées: V = 25 eV, D = 4 nm, cond(P)
= 10, npyy=53 (double précision).

nombre de tranches minimum légerement surestimé ... une erreur qui entraine en fin de
compte une meilleure précision du calcul de diffusion.

Pour conclure ce chapitre, signalons que l'analyse présentée ici n’a couvert que les
problemes d’instabilités liés a ’existence de solutions explosives et aux problemes de condi-
tionnement des matrices a inverser. Nous avons montré que les solutions intermédiaires ne
sont pas affectées par la présence de ces solutions explosives mais nous n’avons pas abordé
les problemes d’ordre technique que I’on peut rencontrer lors du calcul de ces solutions par
les équations présentées dans les chapitres 3, 4 et 5.
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Chapitre 7

Emission de champ a partir de
nanopointes

7.1 Introduction

Nous avons souligné au premier chapitre I'importance de travailler avec des pointes
présentant certaines propriétés de cohérence afin d’obtenir des figures directement in-
terprétables en microscopie a projection. Par propriétés de cohérence, nous entendons
d’une part la cohérence spatiale (essentiellement 1'aspect ponctuel de la source, qui est
responsable de 1’émission d’une onde sphérique) et d’autre part la cohérence énergétique
(c’est-a~dire une faible dispersion énergétique des électrons émis).

Au cours de ce premier chapitre consacré aux applications, nous allons simuler 1’émission
de champ a partir de nanopointes en tungstene. Nous verrons que ’application dune ten-
sion électrique entre le support de la nanopointe et une grille d’extraction induit I’émission
d’un faisceau électronique a partir de son extrémité. Nous calculerons alors la distribution
d’énergie totale (TED) du faisceau afin de démontrer la cohérence énergétique de celui-ci.
Nous ferons ensuite un ensemble d’expériences de diffraction en plagant une ouverture cir-
culaire en face de la pointe. Ces expériences illustreront le concept de cohérence spatiale
et montreront qu’une terminaison monoatomique est nécessaire pour obtenir des franges
de diffraction bien contrastées. Dans 'immédiat, nous avons besoin de savoir comment
calculer I’énergie potentielle au voisinage d’une nanopointe. Cette question fait I’objet du
début de ce chapitre.

7.2 Modele de pointe

Le tungsteéne cristallise en formant un réseau cubique centré (I). Le parametre de réseau
est a= 0.316 nm. Les nanopointes utilisées dans le Microscope a Projection de Fresnel sont
orientées selon la direction (111). Nous ferons donc coincider 1’axe z de notre modele avec
cette direction cristallographique (111) et nous supposerons que les atomes dans la nano-
pointe occupent la méme position que dans le cristal (a 'exception de I’atome terminal).
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Les atomes constitutifs de la nanopointe seront délimités par un cone. Nous imposerons
aux couches supérieures de la nanopointe (pour qu’elle soit complete) de contenir respecti-
vement 1, 3 et 7 atomes. Les autres couches ne pourront jamais contenir moins de 7 atomes.
L’écart entre ces plans atomiques sera celui imposé entre les couches a 1 et 3 atomes. Ces
regles de construction se justifient par des considérations de bon sens et des observations
en Field Ton Microscopy (FIM) de nanopointes, comme celle reproduite a la figure 7.1. Des
désorptions successives font effectivement apparaitre 1, 3 et un nombre plus élevé d’atomes
sur les trois premieres couches. Nous devrions en réalité considérer la relaxation de la
pointe, mais ces calculs sortent de 1'objectif principal de cette these. Nous invoquerons ce
phénomene de relaxation pour justifier un déplacement de I'atome terminal, afin d’éviter
certaines divergences dans nos calculs d’énergie potentielle.

Fic. 7.1 — Observation par Field Ion Microscopy et désorption progressive des couches
terminales d’une nanopointe.

Une question importante est celle de la position des atomes “extérieurs” de la nano-
pointe par rapport a la surface du jellium (z = 0 dans notre modele) utilisé pour représenter
les atomes “intérieurs” du support de la pointe. Ce probleme se ramene a celui de la po-
sition d de la surface du jellium (appelée surface électrique) par rapport au centre du
dernier plan atomique dans le cristal. Cette surface est celle d’ou semble “commencer” le
champ électrique a grande distance et coincide en général avec le plan par rapport au-
quel on évalue les termes images. Le lecteur intéressé trouvera une comparaison critique
de différentes réponses apportées a ce probleme a la référence [102]. Une fagon simple de
calculer cette distance d consiste a prendre la moitié du rayon Ry, attribué a chaque atome.
Ce rayon est celui de la sphere dont le volume est celui associé a chaque atome dans le
cristal. Etant donné que chaque élément de volume a® en contient deux, Ry est estimé &
partir de %WR?’ = a—; Avec les valeurs propres au tungsteéne on trouve d = %W =77.8 pm
(1 A= 100 pm). Ce résultat est en excellent accord avec la valeur d= 79 pm obtenue par
des mesures[103] de Field-Ion Appearence Energy Spectroscopy (FIAES) effectuées avec
de I'hélium adsorbé sur la face (111) du tungstene. Puisque la distance entre plans ato-
miques successifs dans la direction (111) est ﬁg = 91 pm, la premiere couche d’atomes de
la nanopointe se situe en z = ﬁg —d=13.2 pm.

Enfin, puisque 'axe z coincide avec la direction (111) et passe par un atome du réseau
(l'atome terminal), I'axe z est un axe d’ordre 3. La figure 7.2 représente la position des
atomes dans une nanopointe a quatre couches.
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F1G. 7.2 — De gauche a droite et de haut en bas, position des atomes de tungstene dans une

nanopointe a quatre couches. Les plans atomiques représentés sont situés respectivement
en z= 138 pm, 104 pm, 195 pm et 287 pm.
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7.3 Calcul de I’énergie potentielle par ajustement de
dipoles

Nous connaissons maintenant la position de chaque atome de la pointe par rapport a
la surface du jellium (z = 0). Le probléeme suivant consiste a calculer ’énergie potentielle
de I’électron du probleme de diffusion dans I’espace compris entre la surface du jellium et
la grille (région II).

Pour y parvenir, nous modéliserons les atomes de la nanopointe par des dipoles. Chacun
de ces dipoles p; est caractérisé par une polarisation «; qui permet d’établir une relation
linéaire avec le champ électrique total E; a 'emplacement du dipole: p; = «o;E;. La po-
larisabilité de chaque atome est déterminée par une moyenne pondérée par le nombre de
voisins /V; entre la polarisabilité de I'atome isolé «;,, et celle de ’'atome dans le cristal ag
de la maniere suivante :
pulk — Qso

Nouik
ot Ny est le nombre de voisins dans le cristal (8 pour une structure cubique centrée).
Dans le cas du tungsténe, nous prendrons g =7 A3 [104] et Tk = 1.49 A3 (que nous
avons évalué a partir des données de la référence [105] correspondant a la fréquence de Fermi
dans le métal). Nous avons considéré des valeurs de polarisabilité réelles afin d’éviter que
les dipoles prennent une partie imaginaire. Celle-ci entrainerait en effet une absorption®
non souhaitée ici de 1’électron dans toutes les parties du probleme ou les valeurs des dipoles
sont utilisées pour calculer ’énergie potentielle. Cette absorption “a distance” peut étre
attribuée a une excitation de la matiere (plasmons,...), dans laquelle I’électron perd une
partie de son énergie et disparait donc de la fonction d’onde considérée dans notre probleme
de diffusion. La partie imaginaire de la polarisabilité est importante seulement au voisinage
de résonances correspondant a une possibilité d’excitation de la matiere. Les simulations
que nous présenterons négligent donc ces excitations mais pourront les incorporer dans un
travail ultérieur, grace aux outils du chapitre 4.

Toute charge ¢ située en r, dans la région II induit un champ électrique et un potentiel
électrique donnés par :

@ = Qiso + N; (7.1)

1 ¢(r—r,)

dmeo |r — rq‘g
1 q

P, (r) = — (7.3)

Aey |r — 1y

Egry(r) = (7.2)

Par ailleurs, tout dipole p; situé en r; dans la région II induit un champ électrique et
un potentiel électrique donnés par :
1 I
Areo | |r — 1y

Ep, (1) = 4 3p(r >(‘|> (7.4)

Ir —r;

1. On aura une absorption lorsque 1’énergie potentielle prend une partie imaginaire négative et une
“création” dans le cas contraire. Nous ne discuterons pas de ce dernier cas qui trouve son origine dans un
transfert d’énergie de la matiere a 1’électron considéré.
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1 Pi-(r - I'z')
7.5
471'60 ‘I‘ . ri|3 ( )

(I)(Pml‘z‘) (I‘)

Ces relations s’accompagnent de la convention selon laquelle I'intégrale de I’expression 7.4
P

sur un volume contenant p; fournit le résultat — 3 L’origine de cette convention ainsi que
des expressions basées sur une convention différente pourront étre trouvées a la référence
[100].
A cause de la présence du métal, nous devons associer a toute charge ¢ située en
r, = (4,94,%24) une charge image I(q) = —gq située en I(r,) = (24,y4, — 24). De méme
a chaque dipole p; = (Pgi,Dyi-Dzi) Situé en r; = (z;,9;,2;) est associé un dipdle image
I(p;) = g(—Pwi, — PyisP=i) situé en I(r;) = (24,9, — 2;). Le coefficient de réflexion g est
relié a la constante diélectrique €, du cristal par la relation:
Eputk — 1
g €puk + 1 (7.6)
La constante diélectrique du cristal €, est reliée a la polarisabilité des atomes dans le

cristal oy, par la relation de Clausius-Mosotti :

€butk — 1

1
= — Ny, 7.7
Epulk + 2 360 bulk ( )

olt n = 2/a® est la densité d’atomes par unité de volume. Cette relation peut étre inversée
et I'on obtient :

14 2 (G Br.)

4meg 3a3

€ =
bulk 1— Opulr 8T
4dmeg 3a3

(7.8)

Apres ces longs préliminaires, nous sommes en mesure de calculer la valeur des N
dipoles. Il suffit pour cela de remplacer dans les relations p; = o;E; la valeur du champ local
E;. Celui-ci est dii a la tension d’extraction, au champ exercé par 1’électron et son image
(nous noterons ces trois contributions par E..(r;)) et a U'interaction avec les autres dipoles
et les images de tous les dipdles. En notant I(q,r,) = (1(q),I(r,)) et I(p;,r;) = ({(p;),I(r;))
, nous pouvons écrire un ensemble de N équations vectorielles:

Pi = &y Eext(r'i> + Z E(pj,rj)(ri) + ZEI(pj,rj)(ri) (79)

JF J

dans lesquelles nous négligeons toute influence des densités de charges (représentées par
les dipdles) sur elles-mémes[87].

Etant donné que Ep, »)(r;) et Epp, r;)(r;) dépendent linéairement des composantes de
p;, nous pouvons écrire ce systeme de N équations vectorielles sous la forme matricielle
suivante :

Mp = E (7.10)
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oll P est un vecteur (3N) qui contient les composantes des N dipoles p;, E un vecteur (3N)
qui contient les composantes du champ extérieur E.,;(r;) et M est une matrice (3N) x (3NV).
Cette matrice M ne dépend que des coordonnées des différents atomes et est indépendante
de la position de 1’électron, qui est contenue dans E. On peut donc I'inverser et 1'utiliser
pour déterminer la valeur des dipoles pour chaque position de 1’électron grace a la relation :

p=M"'E (7.11)

Nous sommes donc en mesure de calculer le potentiel électrique ®g(r,) que 'on aurait
en un point r, si seul le champ d’extraction agissait sur les dipoles. Il suffit pour cela de
prendre:

V
Eewt(ri) = —Bez (712)

et d’utiliser I’équation 7.11 pour déterminer la valeur des dipoles p;. On obtient alors ®¢(r,)
par:

(I)O(rQ) = Z q)(Pj,rj)(rQ> + Z (I)I(Pj,rj)(rQ) (713)
J J

Dans une deuxieme étape, nous pouvons calculer le potentiel électrique ®,(r,) au point
r, en tenant compte de 'influence de la charge ¢ et de son image sur les dipoles. On utilise
pour cela:

V
Eemt(ri) = —Eez + E(q,rq)(ri) + E[(q,rq)(ri) (7.14)
dans I'équation 7.11 afin de déterminer la valeur des dipoles compte tenu de la présence de
I'électron de charge ¢ = —e en r,. Le potentiel ®,(r,) est alors donné par:
Py(ry) = Z q)(pj,rj)<rq> + Z (I)I(pjmj)(rq) + Pr(gry) (Tq) (7.15)
J J

ol nous devons ajouter ici le potentiel du a la charge image de I’électron.
Finalement, I'énergie potentielle V' (r,) de I'électron est donnée par:

V(e = 4 [B(ry) + 5 (@ (x) = Dofr,) (7.16)

Il est nécessaire de recommencer le calcul de @, et I'évaluation de I'expression précédente
pour chaque nouvelle position de 1’électron considérée.

Dans I'équation 7.16, nous avons mis un facteur % pour la partie de I’énergie poten-
tielle induite par I’électron lui-méme. Ce facteur provient du fait que 1’énergie potentielle
lorsque 1’électron est en r, correspond au travail qu’il a fallu réaliser pour I’amener de-
puis l'infini jusqu’en r,. Les dipoles ne sont pas restés figés au cours de ce trajet, mais se
sont progressivement adaptés au cours de celui-ci. On retrouve ce facteur analytiquement
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dans des situations plus simples, comme celle correspondant a ’absence de dipole ou celle
correspondant a une interaction avec un seul dipole sans surface.

Les divergences qui peuvent apparaitre a I’emplacement des atomes doivent étre tronquées.
Nous avons choisi dans ce chapitre de couper les valeurs de 1’énergie potentielle qui des-
cendent en dessous de 0 eV (valeur dans la région III). Une méthode plus raffinée consis-
terait a associer a chaque atome une valeur de coupure choisie en fonction de 'énergie
potentielle dans son voisinage immédiat et des puits utilisés dans des représentations par
pseudo-potentiels. Par ailleurs, les valeurs de I’énergie potentielle a proximité de la surface
z = 0 sont limitées de maniere a assurer le raccord avec 1’énergie potentielle a l'intérieur

du métal V,,.; = eV — W — Ep.

7.4 Emission de champ a partir d’une nanopointe

Pour commencer les applications, nous avons choisi d’illustrer le phénomene d’émission
de champ a partir d’une nanopointe. Nous avons choisi une nanopointe a quatre couches,
comme celle représentée a la figure 7.2, et calculé I'énergie potentielle d’apres la méthode
décrite a la section précédente. Le dernier atome a été déplacé de z= 287 pm a z=292 pm
pour éviter un caractere répulsif (divergence vers des valeurs positives de I’énergie poten-
tielle) du dernier atome. Ce comportement démontre la nécessité d’'une modélisation plus
approfondie de la structure des nanopointes et de I’énergie potentielle dans leur voisinage
immédiat. Ce déplacement représente 5 % de ’écart entre plans adjacents dans le cristal
et peut étre attribué a une relaxation au niveau du dernier atome.

Le résultat du calcul de I'énergie potentielle est illustré a la figure 7.3. Cette figure
représente une coupe de 1’énergie potentielle dans le plan xz. Ce plan passe a travers les
atomes des couches 2 et 4. Il passe a proximité de 2 atomes de la couche 3 qui apparaissent
également sur la figure.

Le résultat du calcul de la densité de courant est représenté a la figure 7.4. La partie
gauche de la figure représente la composante selon z de la densité de courant sur la grille
(z = D) et la partie droite représente la composante selon r de la densité de courant sur
I’écran a 10 cm.

La largeur a mi-hauteur du faisceau a ’écran vu de la pointe est d’environ 13.5 degrés.
Cette valeur est supérieure a la valeur expérimentale qui se situe autour de 5 degrés.
Cette constatation ne surprend pas puisque le confinement du faisceau électronique observé
expérimentalement est di a I'influence du support de la pointe sur une grande distance.
Cette influence n’est pas présente dans notre modele puisque nous avons posé une énergie
potentielle constante dans la région au-dela de la grille. Cette valeur de 13.5 degrés est
par contre tres proche de l'estimation de I'ouverture initiale du faisceau électronique (15
degrés). Les simulations révelent que la dispersion angulaire initiale tend a diminuer lorsque
le rapport V/D ou le rapport hauteur/base de la pointe diminue.

La figure 7.5 est une représentation en échelle logarithmique de la densité de courant
selon z au niveau de la grille. On remarque que le faisceau électronique se détache par
rapport a un fond qui représente le courant extrait de la surface du métal. Dans cette
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FiGc. 7.3 — Energie potentielle dans le plan xz. Une tension d’extraction de 15 V est ap-
pliquée entre le support métallique d’une nanopointe a quatre couches et une grille située
a 3 nm.
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F1G. 7.4 — Densité de courant obtenue par application d’une tension de 15 V entre le support

métallique d’une nanopointe a 4 couches et une grille a 3 nm. A gauche : composante selon
z sur la grille d’extraction. A droite : composante selon r sur [’écran a 10 cm.
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simulation, la densité de courant en face de la pointe dépasse de plus de deux ordres de
grandeur la densité de courant que ’on obtiendrait sans pointe.

Densite de courant (composante selon z) [ A / cm2 ]

T T T T T T T T

10°

|

rho [ cm ]

F1G. 7.5 — Densité de courant (composante selon z) sur la grille d’extraction. Elle résulte
de l'application d’une tension de 15 V sur les 3 nm qui séparent cette grille du support
métallique d’une nanopointe a 4 couches.

7.5 Cohérence énergétique

Notre théorie de diffusion permet le calcul de distributions d’énergie totale (TED). Nous
avons calculé une telle distribution pour la situation considérée jusqu’ici et représenté celle-
ci a la figure 7.6.

Cette distribution se présente sous la forme d’un pic dont le maximum est au niveau de
Fermi dans le métal. La distribution diminue rapidement pour des énergies inférieures. Ce
comportement s’explique par le fait que la barriere de potentiel est d’autant plus difficile
a traverser que l'énergie de 1’électron incident est petite.

La largeur a mi-hauteur de cette distribution est d’environ 0.25 eV. Cette valeur est
supérieure a celle rencontrée expérimentalement pour des nanopointes de 2 nm (0.15 eV).
Les résultats obtenus avec notre nanopointe a quatre couches sont par contre en bon
accord avec les valeurs expérimentales obtenues pour des nanopointes plus petites. La figure
7.7 montre des distributions d’énergie totale mesurées avec des nanopointes de hauteur
croissante. La courbe 2 sur cette figure présente des caractéristiques similaires a celles de
notre figure 7.6.

Les distributions d’énergie totale que nous avons calculées tendent a s’élargir lorsque
le champ électrique appliqué (le rapport V/D) augmente. Cette tendance s’explique par le
fait que, dans ce modele, I’épaisseur de la barriere de potentiel a traverser diminue (quelle
que soit la direction de sortie) lorsque ce rapport augmente et que les électrons de plus



7.5 Cohérence énergétique 124

(dl / dE) [ A/ eV ]
107" 2x107 " 3x107 M 4x 107"

ol .

-1.5 =1 -0.5 0

Energie par rapport au niveau de Fermi [ eV .

Fi1G. 7.6 — Distribution d’énergie totale des électrons extraits d’une nanopointe a quatre
couches. Une tension de 15 V est appliquée entre le support de la nanopointe et une grille
d’extraction a 3 nm.
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F1G. 7.7 — Distribution d’énergie totale des électrons extraits d’une pointe build-up (1) et
de nanopointes de hauteur croissante (2-4).
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faible énergie ont moins de difficultés a la traverser. Nous avons illustré cette tendance a
la figure 7.8 en montrant les distributions d’énergie totale qui résultent respectivement de
I’application d’une tension de 10, 15 et 20 V sur les 3 nm qui séparent le support métallique
de la pointe et la grille d’extraction.
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Fi1G. 7.8 — Distribution d’énergie totale des électrons extraits d’une nanopointe a quatre
couches, décrite par un ensemble de dipdles. Des tensions (de gauche a droite) de 10, 15
et 20 'V sont appliquées entre le support de la nanopointe et une grille d’extraction a 3 nm.
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Fic. 7.9 — Distribution d’énergie totale des électrons extraits d’une nanopointe a quatre
couches, décrite par un ensemble de charges et de dipoles. Des tensions (de gauche a
droite) de 10, 15 et 20 V sont appliquées entre le support de la nanopointe et une grille
d’extraction a 3 nm.

Nous avons réalisé des simulations avec des pointes constituées par un nombre plus élevé
de couches. Les distributions d’énergie totale présentent plus de variations (par rapport
a une forme monotone) lorsque la taille de la pointe augmente. Ces variations dépendent
de la structure précise de la nanopointe et en particulier des caractéristiques de I'atome
terminal. Il serait nécessaire de disposer de données précises sur la structure complete
des nanopointes (par une étude théorique et/ou par des mesures) et d’'une méthode plus
raffinée pour le calcul de I’énergie potentielle pour examiner les propriétés singulieres des
nanopointes (structure en pics des TED, déplacement avec la tension d’extraction, ...).

Pour illustrer 'importance de la méthode de calcul de I’énergie potentielle, nous avons
représenté a la figure 7.9 les distributions d’énergie totale que I'on obtient avec une autre
méthode pour des tensions d’extraction de 10, 15 et 20 V.

Cette deuxieme méthode considere la présence de charges électriques ponctuelles a
I’emplacement de chaque atome. Ces charges sont déterminées de telle maniere que le
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potentiel ressenti par chaque atome (c’est-a-dire un dipéle et une charge donnés), a cause
de la présence de la tension d’extraction, des autres charges et dipoles, de 1’électron et
de toutes les images, soit égal au potentiel dans le support métallique. Les dipoles sont
déterminés comme précédemment en considérant en plus 'existence des nouvelles charges
et de leur image. Les équations fournissent un systeme linéaire dont les inconnues sont
les valeurs des dipoles et des charges. Dans ce modele, nous forcons donc le caractere
métallique de la nanopointe, d'une maniere quelque peu arbitraire.

Si nous comparons les figures 7.8 et 7.9, nous constatons que les nanopointes “métalliques”
tendent a conserver une dispersion en énergie constante lorsqu’on varie la tension d’extrac-
tion. La largeur & mi-hauteur de ces distributions en énergie totale (0.15 eV) est en meilleur
accord avec celle observée pour les nanopointes utilisées dans le Microscope a Projection de
Fresnel. Ces différences par rapport au modele purement dipolaire s’expliquent par le fait
que les charges présentes sur les sites atomiques tendent a maintenir dans leur voisinage
immédiat une barriere de potentiel qui varie beaucoup moins que dans le cas précédent
lorsqu’on modifie la tension. Cette comparaison nous montre I'importance du modele utilisé
pour calculer I’énergie potentielle.

7.6 Cohérence spatiale et caractere ponctuel de la
source

Pour continuer l'’étude des caractéristiques des nanopointes, nous allons montrer
qu’une terminaison monoatomique est souhaitable afin d’obtenir des franges de diffraction
bien contrastées. Une telle terminaison est en effet nécessaire pour que ’onde électronique
incidente au niveau de l'objet puisse avoir un aspect sphérique, semblant provenir d’une
source ponctuelle. En général, lorsque la pointe est dégradée, 'onde incidente perd cet
aspect sphérique et le contraste des franges de diffraction diminue. A partir d’un certain
niveau de dégradation, la source est délocalisée au point que I'onde incidente devient es-
sentiellement plane. Il n’est alors plus possible d’observer des figures de diffraction de type
Fresnel, mais uniquement de type Fraunhofer si la longueur de cohérence transverse est
suffisante.

Pour illustrer cette influence de la structure de la pointe sur la qualité des figures ob-
tenues, nous avons réalisé une série d’expériences de diffraction en disposant en face de
la pointe une ouverture circulaire. De telles expériences ont été réalisées en utilisant les
trous de la membrane de carbone qui recouvrent la grille porte-objet[69]. Nous avons re-
produit a la figure 7.10 des images obtenues avec une nanopointe respectivement complete
et dégradée, ainsi que des simulations réalisées d’apres la théorie de Fresnel-Kirchhoff
présentée au chapitre 2. Elles montrent clairement I'importance d'une terminaison mono-
atomique.

Dans nos simulations, cette ouverture circulaire est représentée par une région in-
termédiaire cylindrique insérée entre le plan z = D et la région III dans laquelle se trouve
I’écran a 10 cm. Etant donné que le nombre d’états de base nécessaires a la représentation
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Fic. 7.10 — Figures dues a la diffraction a travers un trou de la membrane de carbone. En
a et c: images expérimentales pour une nanopointe respectivement a terminaison mono-
atomique et dégradée. En b et d: simulation par intégrales de Kirchhoff avec des longueurs
de cohérence transverses sur la fente respectivement de 10 et 2 nm.

des fonctions d’onde dans cette ouverture circulaire differe de celui nécessaire dans la région
IT (puisque les valeurs respectives du rayon du cylindre de confinement sont différentes),
ces simulations font intervenir les techniques de matrices de transfert rectangulaires.

A cause du fait que notre méthode repose sur une équation qui conserve la densité de
courant (lorsque le potentiel est réel), les électrons qui rencontrent le bord de 'ouverture
circulaire ne disparaissent pas de la simulation. Ils rebondissent successivement entre le
bord de l'ouverture et la barriere de potentiel qu’ils ont peu de chance de traverser une
seconde fois. Ils finissent par rencontrer le bord du cylindre qui les renvoie vers ’ouverture
circulaire ou ces électrons interferent avec ceux qui sont arrivés directement sur celle-ci.
Pour limiter I'influence de ce phénomene (qui n’est lié qu’a notre méthode de simulation
et ne correspond pas a ce qui se passe en réalité), nous devons prendre une ouverture suffi-
samment grande afin que les électrons qui rencontrent le bord de 'ouverture représentent
une faible partie du nombre total d’électrons extraits du métal. La figure 7.4 permet de
nous assurer qu’'un rayon de 1.2 nm convient. Nous donnerons a l'ouverture une épaisseur
de 0.1 nm.

7.6.1 Nanopointe complete

Nous avons conservé dans ces simulations une tension de 15 V et une distance métal-
grille de 3 nm. Le modele purement dipolaire présenté a la section 7.3 a été utilisé pour
calculer I’énergie potentielle. Une coupe de celle-ci est représentée avec I’ouverture circulaire
a la figure 7.11.

Une représentation en échelle logarithmique de la densité de courant calculée sur 1’écran
a 10 cm ainsi qu’une coupe en diagonale sont présentées a la figure 7.12. Conformément a
ce qui est attendu, les franges de diffraction apparaissent bien contrastées. Nos résultats
different cependant de ceux représentés a la figure 7.10. Nous avons en effet du travailler
dans une situation ou l'onde incidente est presqu’entierement comprise dans 'ouverture
circulaire. Nos simulations ne correspondent donc pas aux conditions expérimentales a
I'origine de la figure 7.10. Elles nous permettent cependant d’étudier la perte de contraste
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Fic. 7.11 — Energie potentielle dans le plan xz. Une tension d’extraction de 15 V est
appliquée entre le support métallique d’une nanopointe a terminaison monoatomique et
une grille située a 3 nm. La grille est suivie par une ouverture circulaire de 1.2 nm de
rayon et 0.1 nm d’épaisseur.
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F1G. 7.12 — Densité de courant (composante selon r sur un écran a 10 cm et coupe dia-
gonale) obtenue par application d’une tension de 15 V entre le support métallique d’une
nanopointe a terminaison monoatomique et une grille a 3 nm. La grille est suivie d’une
ouverture circulaire de 1.2 nm de rayon et 0.1 nm d’épaisseur.



129 Emission de champ a partir de nanopointes

qu’entraine une dégradation de la nanopointe.

7.6.2 Nanopointe avec une terminaison a trois atomes

Dans la simulation suivante, nous avons retiré ’atome terminal de la nanopointe.
L’énergie potentielle correspondant a cette nouvelle situation et 'ouverture circulaire sont
représentées a la figure 7.13.

Une représentation en échelle logarithmique de la densité de courant calculée sur 1’écran
a 10 cm ainsi qu'une coupe en diagonale sont présentées a la figure 7.14.

La figure de diffraction présente moins de contraste par rapport a celle obtenue avec
une nanopointe complete. Cette perte de contraste n’est pas due a une perte de cohérence
a proprement parler mais plutot au fait que 'onde incidente au niveau de la fente ne
présente plus les caractéristiques d’une onde sphérique bien définie. Cela provient du fait
que la derniere structure rencontrée par les électrons avant le vide est un triangle d’atomes
et que ce dernier ne présente pas le meme degré de symétrie que I’atome terminal rencontré
dans les simulations précédentes.

Cette interprétation est confirmée par des simulations réalisées en prenant une énergie
potentielle moyennée selon ¢ (et donc constante dans cette direction). Le triangle terminal
d’atomes moyenné retrouve une symétrie axiale et la figure de diffraction est identique a
celle obtenue avec une pointe complete, malgré 1’étalement (encore restreint) de la source.
Cela s’explique par le fait que l'onde extraite de cette structure présente les mémes ca-
ractéristiques que l'onde essentiellement sphérique que 'on obtient avec une nanopointe
complete, car nous avons imposé a 'extrémité la méme symétrie.

Cette situation ot nous avons moyenné 1’énergie potentielle ne correspond a rien de
concret, puisqu’en réalité on ne peut forcer artificiellement la symétrie d’une structure
atomique donnée, mais permet de comprendre 1'origine de la perte de contraste. Dans une
expérience réelle, les électrons seront extraits d'une région de plus en plus accidentée au
fur et a mesure de la dégradation de la nanopointe. Ce manque de symétrie et d’uniformité
de la zone d’émission est responsable en fin de compte de la perte de contraste des figures
observées.

7.6.3 Pointe macroscopique

Pour simuler les figures de diffraction que l'on obtiendrait avec une pointe macrosco-
pique, nous avons retiré completement la nanopointe. Les densités de courant obtenues
proviennent alors de la surface plane du support métallique. Nous avons représenté a la
figure 7.15 une section de I’énergie potentielle correspondante.

Une représentation en échelle logarithmique de la densité de courant calculée sur I’écran
a 10 cm ainsi qu'une coupe en diagonale sont présentées a la figure 7.16. Le contraste par
rapport a la figure de diffraction précédente est encore diminué. On peut s’étonner de la
présence, méme atténuée, de structures dans la figure. Celles-ci s’expliquent par le fait que
meéme si la source est maintenant completement délocalisée, elle possede un degré maximum
de symétrie. Par ailleurs, cette situation de source délocalisée correspond a une diffraction
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Fic. 7.13 — Energie potentielle dans le plan xz. Une tension d’extraction de 15 V est
appliquée entre le support métallique d’une nanopointe a terminaison triatomique et une
grille située a 3 nm. La grille est suivie par une ouverture circulaire de 1.2 nm de rayon

et 0.1 nm d’épaisseur.
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F1G. 7.14 — Densité de courant (composante selon r sur un écran a 10 cm et coupe dia-
gonale) obtenue par application d’une tension de 15 V entre le support métallique d’une
nanopointe a terminaison triatomique et une grille a 3 nm. La grille est suivie d’une ou-
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Fi1c. 7.15 — Energie potentielle dans le plan xz. Une tension d’extraction de 15 V est
appliquée entre une surface métallique plane et une grille située a 3 nm. La grille est
suivie par une ouverture circulaire de 1.2 nm de rayon et 0.1 nm d’épaisseur.
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F1G. 7.16 — Densité de courant (composante selon r sur un écran a 10 cm et coupe diago-
nale) obtenue par application d’une tension de 15 V entre une surface métallique plane et
une grille a 3 nm. La grille est suivie d’une ouverture circulaire de 1.2 nm de rayon et 0.1
nm d’épaisseur.
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de type Fraunhofer (I'onde incidente étant ici essentiellement plane) pour laquelle des
franges existent.

7.7 Conclusion

Dans ce premier chapitre consacré aux applications de notre méthode de diffusion, nous
avons simulé I’émission de champ a partir de nanopointes en tungstene. Nous nous sommes
attachés a mettre en évidence, parmi les caractéristiques du faisceau extrait, celles qui sont
importantes pour des applications en microscopie a projection.

La dispersion angulaire du faisceau obtenu dans nos simulations est en bon accord avec
les valeurs de la dispersion angulaire initiale trouvées dans la littérature. Le confinement du
faisceau du a I'influence du support de la nanopointe n’est pas présent dans notre modele,
a cause de la proximité de la grille d’extraction et de ’absence de champ dans la région
ITI. Modifier cette derniere hypothese remettrait en question la méthode utilisée pour
propager les solutions jusqu'a I’écran. Une maniére (non triviale) de traiter ce probleme
pourrait consister a utiliser dans la région III une expression des fonctions de Green qui
corresponde a la forme asymptotique de 1’énergie potentielle obtenue lorsque le support
est hémisphérique. Le raccord avec les solutions calculées par matrices de transfert se
ferait la ou l’énergie potentielle due au support hémisphérique, a la nanopointe et a un
éventuel objet coincide (a une différence négligeable pres) avec la forme asymptotique due
au support uniquement.

Nous avons calculé des distributions d’énergie totale qui montrent que le faisceau
électronique présente une faible dispersion énergétique. Ces distributions présentent des
caractéristiques similaires a celles mesurées avec des petites nanopointes.

Enfin, nous avons montré comment le contraste des figures de diffraction se détériore
au fur et a mesure que les couches supérieures des nanopointes sont retirées. Cette perte
de contraste est davantage due a une perte de symétrie au niveau terminal de la pointe
qu’a un étalement de la source.

La validité des résultats présentés est limitée essentiellement par la méthode utilisée
pour calculer I'énergie potentielle dans le voisinage des nanopointes. Nous avons utilisé un
modele de dipoles pour représenter chaque atome. Nous avons comparé certains résultats
avec ceux obtenus en ajoutant la présence de charges électriques pour reproduire le ca-
ractere métallique de la pointe. Ces méthodes simples ne peuvent se substituer a des tech-
niques plus sophistiquées (comme celles de Density Functional Theory) et ne fournissent
que des résultats qualitatifs. Le développement de ces méthodes raffinées pour le calcul de
I’énergie potentielle constitue un projet relativement ambitieux qui ne pouvait étre abordé
en méme temps que le probleme de diffusion dans le cadre de cette these.
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Chapitre 8

Observation de fibres de carbone

8.1 Introduction

Nous avons mis en évidence dans le chapitre précédent les caractéristiques des na-
nopointes qui se révelent utiles pour des applications en microscopie a projection. Ces
caractéristiques étaient essentiellement la faible dispersion énergétique et la possibilité
d’émettre une onde électronique d’aspect essentiellement sphérique. Nous avons souligné le
fait qu'une simulation exacte de ces caractéristiques exige des modeles plus élaborés aussi
bien pour établir la structure des nanopointes que 1’énergie potentielle.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a l'utilisation de ces nanopointes pour
I’observation de fibres de carbones. Travailler avec des pointes présentant de bonnes ca-
ractéristiques (celles rappelées précédemment) est indispensable pour obtenir des images
de bonne qualité. Nous avons confirmé par nos simulations que les nanopointes présentent
effectivement ces caractéristiques. Elles ne suffisent cependant pas pour obtenir des images
assimilables a une projection géométrique dans tous les cas. Le but de ce chapitre est
de montrer dans quelles conditions une expérience fournira de telles images. Nous nous
intéresserons aussi a l'influence des caractéristiques de 1'objet sur I'image obtenue. Ces
caractéristiques sont évidemment la taille, mais aussi la polarisation, le travail d’extraction
et 'absorption. Notre technique de simulation permet de reproduire les images a grande
distance (les “ombres”) et de voir, contrairement a ce qui est possible expérimentalement,
“ce qui se passe” au niveau de I'objet lui-méme. Nous verrons ainsi qu’'un objet absorbant
ne donne pas nécessairement lieu a une image opaque.

Il n’est pas utile dans ce chapitre de recourir a une description atomique de la matiere.
Ce niveau de description compliquerait 'interprétation des images que nous obtiendrons
et n’est par ailleurs pas utile ici puisque les images expérimentales de fibres de carbone
ne présentent aucune caractéristique qui justifie un modele atomique. La raison provient
du fait que les images sont insensibles aux détails dans l'objet observé qui varient sur
une échelle inférieure au pouvoir de résolution. Pour une fibre de carbone de composition
homogene, les variations dans I'énergie potentielle qui accompagnent la structure atomique
sont ainsi moyennées dans l'image et n’apparaissent donc pas. Comme le montre la coupe
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dans ’énergie potentielle présentée en couverture (qui correspond a l'observation d’une
molécule de Cs49 sous une tension de 40 V), la structure atomique peut entrainer des
variations dans l’énergie potentielle sur une échelle supérieure au pouvoir de résolution
et donc observables (comme les oscillations a U'intérieur de la molécule). Une description
atomique doit donc étre envisagée pour tenir compte de ces effets et lorsque 1'objet étudié
présente une structure plus complexe. Nous passerons a ce niveau de description dans le
chapitre suivant.

La matiere sera décrite ici de maniere macroscopique par un milieu homogene ou la
capacité de polarisation est reproduite par une constante diélectrique. La nanopointe sera
décrite dans ce contexte par un cone homogene. Cette description suffit en effet pour
reproduire les caractéristiques importantes des nanopointes et offre ’avantage de présenter
une invariance de rotation complete. La symétrie du probleme sera alors déterminée par
celle de I'objet (qui est n = 2 pour des formes parallélépipédiques centrées sur l'axe z).

8.2 Modele de pointe et de fibre

Comme nous 'avons dit, la pointe est décrite par un cone. Nous lui donnerons une
constante diélectrique ¢, élevée pour reproduire son caractere métallique. La fibre de car-
bone est représentée simplement par un barreau homogene parallélépipédique, caractérisé
par une constante diélectrique €, de 16.5 (valeur statique pour le diamant[106]).

Par la méthode que nous décrirons a la section suivante, il est possible de calculer le
potentiel électrique (et donc ’énergie potentielle) dans toute la région II. Il faut ensuite
ajouter a cette énergie potentielle les puits de potentiel (auxquels contribuent les interac-
tions coulombiennes avec les autres électrons et les noyaux ainsi que I’énergie d’échange).
Dans la pointe, nous imposons la méme énergie V,,.; = eV — W — Er que dans le support
métallique et nous abaissons dans la fibre I’énergie potentielle de 4.82 eV (qui est le travail
d’extraction dans les matériaux de carbone [106]).

Nous travaillerons avec une pointe de 1 nm de haut et 0.5 nm de rayon a la base. Le
barreau sera disposé selon I’axe x et infini dans cette direction. La section du barreau dans
le plan yz sera un carré de 1 nm de coté.

Ces parametres sont ceux qui nous ont semblé adéquats pour représenter correctement
la pointe et la fibre. Nous les modifierons au cours de nos simulations afin d’étudier leur
influence sur I'aspect de I'image.

8.3 Calcul de I’énergie potentielle par sur-relaxation
8.3.1 Equation différentielle pour le calcul du potentiel électri-
que

Dans le cadre d’une description macroscopique de la matiere, les équations a considérer
pour le calcul des champs électromagnétiques sont celles de Maxwell. Les deux équations
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qui concernent les champs électriques sont les suivantes:

VD = p (8.1)
0B
VXE = 5 (8:2)

Nous allons nous servir de ces équations pour déterminer la distribution du potentiel
dans la région II lorsque 1’électron de notre probleme de diffusion est absent. La correction
a apporter sera le terme image que nous déterminerons par la suite.

Dans la premiere équation, D est le déplacement électrique. 11 contient a la fois le champ
électrique E et la polarisation de la matiere P (densité volumique des dipdles microsco-
piques), les trois grandeurs étant reliées par D = ¢gE + P, ou ¢ est la permittivité du vide
(8.85 1072 F/m).

Dans un matériau isotrope et pour des valeurs de champ faibles, on relie de maniere
linéaire la polarisation et le champ électrique par I’expression

P = x¢E (8.3)

ou y est la susceptibilité électriqgue. On peut alors écrire D = e3(1 + y)E = €E, avec
e = eo(1 + x) la permittivité diélectrique et €, = 1 + x la constante diélectrique.

I1I

_ _ _ _ _ _ =Dh
II
/\\ z=0
I
0 R

Fia. 8.1 — Disposition des régions I (z < 0), I (0 < z < D, qui contient la pointe
et éventuellement un objet) et III (z > D). Il est nécessaire de calculer la distribution
d’énergie potentielle dans la région II o lintérieur du cylindre de confinement.

La région II (dont la position est rappelée a la figure 8.1) ne contient aucune charge
nette. En effet, I’électron du probleme de diffusion est pour I'instant absent, nous supposons
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que le barreau est neutre (il est soutenu par une grille conductrice) et les charges présentes
sur la pointe et le support métallique, qui contribuent a la différence de potentiel V', seront
considérées dans nos conditions limites. La densité volumique de charge p est donc nulle
et I’équation 8.1 prend la forme suivante :

V.(E) = 0 (8.4)
Puisque nous traitons un probleme statique, ’équation 8.2 se simplifie comme :
VXE = 0 (8.5)
qui admet une solution du type:
E=-Vo (8.6)

avec ® le potentiel électrique.
En insérant cette expression dans I’équation 8.4, on obtient 1’équation a résoudre :

V.(eV®) = 0 (8.7)
ou € et ® varient avec la position r. Elle peut encore se mettre sous la forme :
VeVO +eAD =0 (8.8)

ou en coordonnées cylindriques:
o0
Op

20 190 102d 02
0 oe 19 0 ):0 (8.9)

Qe 10e  Oe 109 Z - - 42"
(ap 006 55 ) - pa(?b(j) +6<8p2+p8p+p28¢2+322
Bz

8.3.2 [Expression numérique de la dérivée premiere et seconde

Pour résoudre I'équation 8.9, nous allons considérer un ensemble discret de points
(1Ap,jAp,kAz) et chercher les valeurs de ® sur cette grille uniquement. Nous pourrons
par la suite obtenir des valeurs de ® sur une grille quelconque par une interpolation. Dans
I'immédiat, il est nécessaire de remplacer I’équation aux dérivées 8.9 par une équation aux
différences qui ne fait intervenir que les points de la grille (iAp,jAp,kAz).

Pour y parvenir, il est nécessaire de remplacer les dérivées premieres et secondes par
des expressions aux différences. Considérons les développements en série suivants d’une
fonction f:

flx+Ax) = f(z)+ Azf'(x) + O(Ax?) (8.10)
flx—Ax) = f(z)— Axf'(z) + O(Ax?) (8.11)
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Ces deux expressions fournissent chacune une expression possible pour I’évaluation de la
dérivée premiere :

[z + Ax) — f(z)

f(z) = Ay + O(Ax) (8.12)
Fay) = 0= i(f —A2) L () (8.13)

Elles sont chacune du premier ordre.

Nous pouvons établir une expression du deuxieme ordre ainsi qu’une expression de la
dérivée seconde a partir des développements suivants:

flo+Aa) = f@)+Aaf(@)+ 2 (@) + O(ad) (5.14)
flx) = [f(z) (8.15)
flx—Az) = f(z)—Axf'(z)+ A;Uf”(x) + O(Axg) (8.16)

En soustrayant la troisieme équation de la premiere, on trouve:

f(z) = flx+ Ax)zgxf(x — Ax)

+ O(Az?) (8.17)

qui est du deuxieme ordre.

En additionnant la premiere et la troisieme équation et en soustrayant deux fois la
seconde, on trouve une expression pour la dérivée seconde:

ey = HEH RO 22T ETE R0 oy (8.18)

qui est du premier ordre.

8.3.3 Equation aux différences pour le calcul des potentiels électriques

Pour mettre I’équation 8.9 sous une forme utilisable, il suffit donc de remplacer toutes
les dérivées premieres et secondes par les expressions trouvées précédemment.

On remplace ainsi les dérivées premieres de e en utilisant ’expression du deuxieme
ordre 8.17. On remplace ensuite les dérivées premieres de ® par une des expressions du
premier ordre 8.12 ou 8.13. On choisit dans chaque terme celle qui fait intervenir le point
ou la valeur de € est considérée. Le Laplacien A® est évalué en prenant I’expression 8.17
d’ordre 2 pour les dérivées premieres ainsi que ’expression 8.18 pour les dérivées secondes.
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En indigant par 4,7,k les valeurs estimées en (1Ap,jA¢,kAz), on trouve:

€i+1,5,k 61,3, old Ci—1,5,k 61737 _ 1 old
{ 2Ap? + (]' + 22)} (I) +1,5.k + |: 20 p? + (]' 22) (I)i—lajak

€ij+1,k €i,5,k old €i,5—1,k €.,k old
+ [Q(iApA(Z))Q + (iApAg)? CI) i,j+1,k + 2(iApA¢)2 + (iApAgp)? (I)i,j—l,k
€i g k+1 51,], old €i,5,k—1 51,], old
new + 382 T gkl T | 232 T 0.3, k1
i7j7k - 1

1 1
+2Azz (Em‘,kﬂ + ﬁmykfl) + 252 + 32 t Gapage)Cidk

(8.19)

ol nous avons ajouté les notations “new” et “old” respectivement au point d’indices i,j,k
et ses 6 voisins. On peut multiplier le numérateur et le dénominateur par 2Ap? /ey pour
réduire le nombre d’opérations et ramener les différents facteurs de pondération a des
valeurs proches de 1'unité.

Le cas ¢ = 0 rencontré pour tous les points de la grille situés sur I’axe z nécessite un
traitement particulier. Puisque toutes les dérivées selon ¢ sont nulles en p = 0 (car le
point (0,¢,z) reste le méme si ¢ varie), nous pouvons supprimer dans I’équation 8.19 les
termes provenant de ces dérivées. Il est clair, pour les mémes raisons, que ® ; ; ne doit pas
dépendre de j. Il en va par contre différemment pour @ ;. Afin de tenir compte de toutes
ces valeurs, ®y j est évalué par une moyenne des résultats obtenus en considérant chaque
Valeur particuliére de @4 ;. Dans cette moyenne, les termes en % se simplifient avec ceux
en =+ . L’expression a utiliser est alors:

old 1
B9 [ La (1 + 260,)|

Nphi old €0,j,k+1 €0,4, old €0,5,k—1 0.5,
new __ 1 zp: +®0,j,k+1 |: 2A22 + AZ2:| + ©0,j,k71 |: 2A 22 + AZ2:| (8 20)

0,k — ] €15,k €0,5,k+11€0,5,k—1 1 1
Nphz j=1 Ap? N + Q(APZ + A22)€07j7k

On peut ici aussi multiplier le numérateur et le dénominateur par 2Ap? /¢y pour réduire
le nombre d’opérations et ramener les différents facteurs de pondération a des valeurs
proches de 1'unité.

Pour un axe de symétrie d’ordre n, les points de la grille ne doivent couvrir qu’un angle
de 27w /n, de telle maniere que (Ny + 1)A¢ = 27/n. Afin de pouvoir évaluer 'expression
8.19 pour j = 0 et j = N, il est nécessaire de poser les conditions de périodicité :

Pingr1e = Piok (8.21)
€iNg+1k = €i0k (8.22)
Qi1 = Pingk (8.23)
€i—1k = €i,Nyk (8.24)

1. Un raisonnement simplifié qui aboutit & la méme conclusion consiste a dire que ®q ;1 = P_1 ;1 et
€15k = €1,k L’indice —1 doit étre interprété comme désignant la valeur en (1Ap,jA@ + m,kAz). Il est
raisonnable (dans notre probleme) de dire qu’elle sera la méme qu’en (1Ap,jA@,kAZ).
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Ces équations indiquent la fagon de calculer le potentiel en chaque point de la grille.
D’apres ces expressions, le potentiel en un point de la grille s’exprime comme une moyenne
des valeurs sur les points voisins, la moyenne étant pondérée par des coefficients faisant
intervenir les valeurs de €. Pour calculer le potentiel sur une grille dans un volume donné,
il faut donc poser les valeurs sur tous les points extérieurs et appliquer les formules 8.19 et
8.20 en chaque point intérieur, en tenant compte des relations de périodicité, jusqu’a ce que
la différence dans le potentiel entre deux itérations successives soit en dessous d’un certain
seuil. Les conditions limites a prendre ici sont d'une part les potentiels que 'on applique
au support métallique (z = 0) et a la grille (z = D). Nous poserons d’autre part comme
condition limite aux points en p = N,Ap que le potentiel varie linéairement de z = 0 a
z = D. Cette condition influence de fagon négligeable les valeurs calculées au centre de la
région d’intéret si p = N,Ap est assez grand.

Les formules 8.19 et 8.20 peuvent étre appliquées de la maniere suggérée par les nota-
tions “new” et “old” en définissant les valeurs au cours de chaque itération uniquement a
partir des valeurs obtenues au cours de l'itération précédente. On peut également utiliser
les valeurs obtenues au cours de la méme itération, ce qui évite de stocker deux ensembles
de valeurs.

Une fagon efficace d’accélérer la convergence de la méthode consiste a amplifier la
différence entre la valeur calculée par les expressions 8.19 ou 8.20 et ’ancienne valeur. On
calcule alors les nouvelles valeurs de la fagon suivante:

0,5,k T .5,k .5,k

prew—ace _ (D;)ldk T ( new __ (I)‘?ld ) (825)

Le parametre « doit étre déterminé une seule fois. Le cas particulier o = 1 correspond
a la méthode classique (dite de relaxation). On parle de sur-relaxation lorsque a > 1.
Les essais montrent qu’un optimum dans le choix de « existe. Cet optimum dépend de
la précision relative que 1’on souhaite obtenir et du systeme de coordonnées utilisé pour
résoudre le probleme. Un bon choix de a peut réduire le nombre d’itérations nécessaires
a la convergence d’un facteur 10. Des valeurs trop grandes font diverger le calcul. Nous
avons utilisé une valeur de a=1.45.

Il est possible de tester la qualité du calcul en comparant les résultats fournis avec
ceux obtenus de maniere analytique. Un test rapide consiste a comparer la solution en
p =R~ 1N,Ap (ouen général la pointe et I'objet influencent de fagon négligeable I'énergie
potentielle) avec le résultat analytique correspondant a la surface métallique seule.

Le lecteur trouvera au chapitre 19 de la référence [99] des méthodes alternatives pour
traiter les équations 8.19 et 8.20. Il est par exemple possible de formuler le probleme sous
une forme matricielle. La matrice possede autant de lignes et de colonnes qu’il y a de points
ou I'énergie potentielle doit étre calculée. Elle est cependant pratiquement vide puisque le
systeme & résoudre présente 9 bandes (1 pour chaque point, 6 pour ses voisins et 2 a
cause des relations de périodicité selon ¢). Ces bandes se répartissent dans la matrice sur
une distance égale a deux fois le nombre de points dans chaque plan horizontal. Pour un
nombre de points élevé, les ressources nécessaires a ces traitements alternatifs deviennent
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vite importantes, par rapport a la méthode présentée ici qui demande seulement 'espace
nécessaire au stockage des données.

Le calcul de I’énergie potentielle, une fois le potentiel électrique calculé, se fait simple-
ment par: V(r) = ¢®(r)—q®(.,.,D), avec ¢ = —e la charge de 'électron. Nous avons ajouté
la constante —q®(.,.,D) pour respecter notre convention selon laquelle I’énergie potentielle
est nulle pour z > D.

8.3.4 Extension pour le calcul du potentiel image

Lorsque nous considérons la présence de I’électron dans la région II, I’équation a résoudre
est la suivante:

V. [V = —qd(r — 1) (8.26)

Nous pouvons décomposer @, comme Py = Ppjigs + Py + Ppor, 01 Ppigs est la partie
due a la tension électrique uniquement, ®, le potentiel di a la présence de la charge ¢
en r, et ®,, la réponse du métal a la présence de ®,. L’équation précédente peut alors
étre scindée en trois équations associées chacune a une des composantes de ®;,; et devant
vérifier des conditions limites spécifiques a leur signification. On peut ainsi écrire:

V. [6V®his] = 0 (8.27)
V.[eVd,] = —¢d(r—r,) (8.28)
V. [eV(bpol] =0 (829)

La premiere équation a résoudre est celle qui fournit le potentiel résultant de la tension
d’extraction. Les conditions limites sont donc le potentiel appliqué au métal, a la grille et
un comportement supposé linéaire sur les cotés a grande distance. Cette équation avec ces
conditions limites ont été considérées précédemment.

La deuxieme équation fournit le potentiel di a la seule présence d’une charge ¢ en
r,. Cette équation se résout analytiquement et fournit le résultat suivant, tant que nous
restons dans le vide (e(r) = ¢):

1 q

Dy(r) = Pr (8.30)
Enfin, la derniere équation est celle a résoudre pour calculer la réponse du métal a la
présence de ’électron. Elle est identique a la premiere, de sorte que les mémes techniques
peuvent étre employées. Seules les conditions frontieres changent. Nous savons que le métal
réagit de maniere a annuler le champ du a I’électron. Cela signifie qu’a la surface du métal
et de tout objet dans la région II supposé métallique: ®,q,(r) = —P,(r). Il s’agit d'une
partie des conditions limites. Nous les complétons en imposant a ®,,; de s’annuler en z = D
et en p = N,Ap. Etant donné que les conditions limites changent pour chaque nouvelle
valeur de rg, il est nécessaire de refaire les calculs de relaxation un tres grand nombre de
fois. Par ailleurs, toute symétrie de rotation dans ces calculs intermédiaires est brisée par

la présence de la charge gq.
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Finalement, I’énergie potentielle ressentie par la charge ¢ en r, est obtenue a partir de:

1
V(rq) = q(bbiaS(rq) + iqq)pol(rq) - q(I)biaS(-v-vD) (8'31)

ou nous avons mis un facteur 1/2 pour la partie induite par ’électron et ajouté une
constante pour assurer que 1’énergie potentielle s’annule lorsque z > D.

Afin que ce potentiel s’accorde avec celui dans le métal, il est nécessaire de le tronquer
lorsqu’il descend en dessous de V;,e; = eV — W — Er dans le voisinage immédiat du métal.
Cela se fait en imposant a la région adjacente au plan z = 0 et caractérisée par des valeurs
(initiales) d’énergie potentielle inférieures a V,,,¢; cette nouvelle valeur de V,,.;. On impose
également cette valeur dans la pointe et on diminue celles calculées dans la fibre de 4.82

eV.

8.3.5 Possibilités d’amélioration

La méthode que nous avons présentée suppose une grille de points dont 1’écart suivant p,
¢ et z ne dépend pas de la position dans I'espace. Il est possible d’adapter la méthode pour
traiter des grilles caractérisées par des valeurs de Ap, A¢ et Az variables dans l'espace.
I1 suffit pour cela de remplacer les formules utilisées pour évaluer les dérivées premieres et
secondes par des expressions appropriées a ce type de grille et données a la référence [77].

Il est par ailleurs possible de réaliser un premier calcul de relaxation sur une grille large
et de faire ensuite un calcul sur une grille plus fine (associée éventuellement & une région
particuliere de 'espace) en définissant les conditions limites a partir des résultats obtenus
lors du premier calcul. Cette méthode est intéressante lorsque les régions importantes
de la distribution d’énergie potentielle (essentiellement autour de la pointe et de I'objet)
occupent une petite partie de I'espace entre le support métallique et la grille.

Les itérations nécessaires a ’application de la méthode peuvent étre répétées jusqu’a
ce que la convergence soit jugée satisfaisante, c’est-a-dire lorsque la différence entre les va-
leurs obtenues entre deux itérations successives se situe en dessous d’un certain seuil. Les
valeurs calculées vérifient alors la version numérique des équations de 1’électrostatique.
Leur aptitude a représenter la solution physique dépend de la qualité des expressions
numériques utilisées pour représenter les dérivées premieres et secondes. Les expressions
utilisées conviennent a condition que la grille de discrétisation soit suffisamment fine (par
rapport a I’échelle de longueur sur laquelle I’énergie potentielle s’écarte de maniere signifi-
cative d’'un comportement linéaire).

Les techniques par éléments finis offrent une plus grande liberté dans le choix de la
grille de discrétisation. Elles dépendent en général elles aussi d’expressions numériques
pour I’évaluation des dérivées premieres et secondes et requierent le choix de fonctions
de base pour représenter la solution. Par rapport a ces techniques plus sophistiquées, la
méthode de relaxation offre surtout 'avantage de la simplicité, tout en fournissant des
solutions de précision suffisante pour les situations a considérer ici.
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8.4 Modes Fraunhofer - Fresnel

Les modeles présentés aux chapitres 1 et 2 nous ont fourni une expression simple pour
le pouvoir de résolution ainsi qu'une condition permettant de déterminer si la figure de
diffraction sera de type Fresnel ou Fraunhofer.

Pour rappel, la limite de résolution due au phénomene de diffraction est donnée par:

Ay ==V (8.32)

ou A est la longueur d’onde électronique (au niveau de l'objet) et d la distance entre I'objet
et le point d’ou semble provenir I'onde électronique.

Lorsque la section caractéristique a de 'objet observé vérifie la relation a < 24,4, 'onde
incidente apparait plane par rapport aux dimensions de l'objet et la diffraction est de type
Fraunhofer. Lorsque a > 24,4, 'onde incidente apparait sphérique et la diffraction est de
type Fresnel, produisant une image corrélée avec une projection géométrique.

Ces conclusions sont celles obtenues en réduisant ’objet a un masque en 2 dimensions.
Dans ce modele fortement simplifié, les effets dus a la distribution spatiale de I'objet ne
sont pas considérés. Notre technique de simulation permet de remédier a cette situation et
de vérifier la validité des criteres obtenus avec ces modeles.

Nous allons réaliser une série de simulations en considérant une fibre de carbone de 1
nm de coté. Elle sera soutenue par une grille d’extraction disposée a une distance de 3.5
nm du support métallique de la pointe. Cette derniére aura une hauteur de 1 nm. Nous
augmenterons progressivement la tension. Ceci aura pour effet de réduire progressivement
la longueur d’onde A et d’explorer les différents régimes de diffraction.

8.4.1 Mode Fraunhofer

Commencons ces simulations en considérant une tension d’extraction de 10 V. Nous
avons calculé 1’énergie potentielle en donnant a la fibre une constante diélectrique €,=1,
afin d’éviter dans un premier temps tout effet di a la polarisation. Dans ces simulations ou
la fibre ne se polarise pas, nous la représentons en imposant une valeur d’énergie potentielle
de -4.82 eV dans toute son étendue. Nous n’avons pas inclus le potentiel image afin d’ac-
centuer le caractere ponctuel de la pointe. Le potentiel électrique et 1'énergie potentielle
correspondant a cette situation sont représentés par une coupe dans le plan yz a la figure
8.2.

La longueur d’onde sur la grille (ou 1'énergie cinétique prend la valeur de 1’énergie
totale) vaut ici A=0.51 nm. La distance pointe-objet moyenne est d=2 nm et la limite
de résolution Ay = 0.51 nm. Nous nous situons aux limites du régime caractérisé par la
condition a < 2Ay et la figure devrait étre de type Fraunhofer.

Les densités de courant calculées sur la grille d’extraction et sur I’écran a 10 cm sont
représentées a la figure 8.3. Nous avons représenté pour comparaison les densités de courant
que l'on obtiendrait sans la fibre a la figure 8.4. La densité de courant locale (a gauche)
se répartit dans la partie centrale de la fibre, a l'intérieur de la portion éclairée par le
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Fic. 8.2 — A gauche : Potentiel électrique dans le plan yz. Une tension d’extraction de 10
V' est appliquée entre le support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une
grille située a 3.5 nm. A droite : Energie potentielle associée lorsque la grille supporte une
fibre non polarisée de 1 nm de coté.
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Fi1G. 8.3 — Densité de courant obtenue par application d’une tension de 10 V entre le
support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille a 3.5 nm. Cette
grille supporte une fibre non polarisée de 1 nm de coté. A gauche: composante selon z sur
la grille d’extraction. A droite : composante selon v sur ’écran a 10 cm.
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Fi1G. 8.4 — Densité de courant obtenue par application d’une tension de 10 V entre le
support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille a 3.5 nm. La grille
ne supporte aucun objet. A gauche : composante selon z sur la grille d’extraction. A droite :
composante selon r sur [’écran a 10 cm.

faisceau électronique. La comparaison avec le résultat sans fibre permet de constater que le
puits de potentiel associé a celle-ci suffit déja a attirer de maniere importante les électrons
extraits de la pointe. La figure de diffraction a grande distance (a droite) est a premiere vue
de type Fraunhofer. Elle correspond a la transformée de Fourier de la densité de courant
locale. Conformément a ce qui est attendu, cette figure présente une dilatation maximale
dans la direction y qui est celle pour laquelle I’extension de la densité de courant locale est
minimale.

Un examen plus attentif révele que la figure de diffraction a grande distance n’est pas
seulement reliée aux caractéristiques de la fibre mais dépend aussi du faisceau en dehors de
celle-ci. Les électrons qui correspondent a cette partie du faisceau ont en effet la possibilité
d’interférer avec ceux qui passent a travers la fibre et ainsi de modifier la figure de diffraction
lointaine.

Pour mettre en évidence cette influence, nous avons comparé a la figure 8.5 une coupe
verticale de la densité de courant a grande distance avec celle obtenue lorsque I'on introduit
une partie imaginaire de -4 eV dans I’énergie potentielle sur le coté de la fibre de maniere
a éliminer les électrons qui passent a ’extérieur de celle-ci. La partie de droite présente un
résultat obtenu a partir de ’expression %(Sigﬁ )2, 0ou = %m@ Cette derniere expression
donne l'intensité pour une diffraction de type Fraunhofer a travers une ouverture a. Nous

avons pris a=1 nm.

On constate que le faisceau extérieur a la fibre tend a moduler la figure de diffraction
que l'on aurait si tous les électrons passaient a travers la fibre. Le résultat obtenu en
supprimant I'influence du faisceau extérieur est en bon accord avec celui que I'on obtient a
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F1G. 8.5 — A gauche : coupe selon y de la densité de courant obtenue par application d’une
tension de 10 'V entre le support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une
grille a 3.5 nm. Cette grille supporte une fibre non polarisée de 1 nm de coté. Au centre :
le faisceau extérieur a la fibre est supprimé grace a une partie imaginaire dans le potentiel.
A droite : intensité normalisée pour une diffraction de Fraunhofer a travers une ouverture
de 1 nm.

partir d’'un modele de fente simple. Les différences (faibles) peuvent s’attribuer au fait que
le modele de fente suppose une onde incidente plane d’amplitude uniforme sur 'ouverture.
Cette uniformité n’apparait pas dans le résultat de nos simulations. La perte d’intensité
constatée entre la figure de gauche et la figure centrale est due a I’absorption des électrons
a coté de la fibre. Elle est relativement faible puisque la plupart des électrons passent a
travers la fibre, ou 'absorption n’a pas été introduite.

Les figures de type Fraunhofer tendent & s’élargir lorsque la largeur de la fente (I'objet)
est réduite ou lorsque la longueur d’onde augmente. Etant donné que les phénomenes
d’interférence avec le faisceau extérieur compliquent l'interprétation des résultats et qu’ils
s’accentueraient en diminuant les dimensions de la fibre, nous avons choisi d’augmenter la
longueur d’onde en diminuant la tension a 6 V. L’énergie potentielle correspondant a cette
situation est représentée par une coupe dans le plan yz a la figure 8.6.

Etant donné que la longueur d’onde est augmentée, la condition a < 2A, est toujours
vérifiée et la figure de diffraction a grande distance doit étre du type Fraunhofer. Les den-
sités de courant calculées sur la grille d’extraction et sur I’écran a 10 cm sont représentées a
la figure 8.7. La perte d’intensité par rapport a la simulation précédente avec 10 V est due
au fait que les électrons restent évanescents sur une plus grande distance avant de sortir
de la pointe. Le nombre d’électrons parvenant a traverser la barriere de potentiel est donc
réduit.

Conformément a ce qui est attendu, la figure de diffraction a grande distance est agran-
die. Nous pouvons ici aussi comparer le résultat obtenu dans la direction y avec celui
obtenu par un modele de fente simple. C’est ce que nous avons fait a la figure 8.8. L’accord
rencontré dans ce cas-ci est excellent, sans qu’il n’ait été nécessaire de retirer artificielle-
ment la contribution du faisceau extérieure a la fibre. Ce meilleur accord est dia au fait
que les électrons sont plus influencés par la fibre, étant donné que leur énergie (et donc
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F1G. 8.6 — Energie potentielle dans le plan yz. Une tension d’extraction de 6 V est appliquée
entre le support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille située a 3.5
nm. Cette grille supporte une fibre non polarisée de 1 nm de coté.
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Fia. 8.7 — Densité de courant obtenue par application d’une tension de 6 V entre le sup-
port métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille a 3.5 nm. Cette grille
supporte une fibre non polarisée de 1 nm de coté. A gauche: composante selon z sur la
grille d’extraction. A droite : composante selon r sur l’écran a 10 cm.
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leur vitesse) est réduite. Comme illustré a la figure 8.9, la partie extérieure du faisceau est
moins importante, sans qu’il ne soit nécessaire de forcer ce comportement.

Densite de courant (composante selon r) [ 10xx—18 A / cm2 ] Intensite due a une diffraction de type Fraunhofer a travers 1 fente.
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Fic. 8.8 — A gauche : coupe selon y de la densité de courant obtenue a 10 cm par application
d’une tension de 6 V entre le support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et
une grille a 3.5 nm. Cette grille supporte une fibre non polarisée de 1 nm de coté. A droite :
intensité normalisée pour une diffraction de Fraunhofer a travers une ouverture de 1 nm.

Enfin, nous avons calculé les images dues uniquement a la partie du faisceau qui passe a
coté de la fibre. Afin d’éliminer la contribution de la partie passant a travers la fibre, nous
avons introduit dans son énergie potentielle une partie imaginaire de -4 eV.

La premiere simulation de cette série reprend la situation présentée a la figure 8.2 (fibre
suivant « de 1 nm observée sous une tension de 10 V). Les densités de courant calculées sur
la grille d’extraction et sur ’écran a 10 cm sont représentées a la figure 8.10. La diminution
de l'intensité par rapport a la simulation sans absorption est plus marquée que lorsque
I'absorption est introduite a lextérieur de la fibre (cf. figure 8.5), puisqu’elle se trouve
maintenant dans la région ou devrait passer la plus grande partie du faisceau.

L’absorption de la fibre est visible dans la partie gauche de la figure. Nous avons
représenté une section verticale de la partie droite a la figure 8.11 et comparé celle-ci avec
le résultat obtenu & partir de I’expression %(%)2(%)2 , oll @ = Tnf of g — masing,
Cette derniere expression fournit I'intensité correspondant a une diffraction de type Fraun-
hofer a travers N fentes d’ouverture a dont les centres sont séparés par une distance d.
Nous avons choisi N=2 fentes de a=0.6 nm avec d= 2 nm.

Nous constatons donc un assez bon accord entre les résultats de nos simulations et une
interférence de Young correspondant a deux fentes dont les parametres sont déterminés par
la densité de courant locale. Les différences (plus importantes) se justifient a nouveau par
le fait que le modele d’interférence de Young suppose deux fentes éclairées par des ondes
planes d’amplitude uniforme. Cette hypothese n’est vérifiée que tres approximativement
par la densité de courant sur la grille.
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Fia. 8.9 — Coupes selon y de la densité de courant (composante selon z) obtenue sur la
grille d’extraction par application d’une tension respectivement de 10 V (4 gauche) et 6 V
(a droite) entre cette grille et le support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut.
L’écart entre le support métallique et la grille est de 3.5 nm. Elle supporte une fibre non
polarisée de 1 nm de coté.

Densite de courant (composante selon z) [ A / ecmR ] Densite de courant (composante selon r) [ 10**—13 A / cm?2 ]

60

0.2

40

20

-10 0 10
X[ nm ] X[ em ]

Fic. 8.10 — Densité de courant obtenue par application d’une tension de 10 V entre le
support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille a 3.5 nm. Cette
grille supporte une fibre non polarisée absorbante de 1 nm de coté. A gauche: composante
selon z sur la grille d’extraction. A droite: composante selon r sur ’écran a 10 cm.
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Densite de courant (composante selon r) [ 10xx—13 A / cm2 ] Intensite due a une diffraction de type Fraunhofer a travers 2 fentes.
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Fic. 8.11 — A gauche : coupe selon y de la densité de courant obtenue par application d’une
tension de 10 V entre le support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une
grille a 3.5 nm. Cette grille supporte une fibre non polarisée absorbante de 1 nm de coté. A
droite : intensité normalisée pour une diffraction de Fraunhofer a travers deuzx ouvertures
de 0.6 nm dont les centres sont écartés de 2 nm.

Afin d’illustrer le caractere Fraunhofer de ces résultats, nous avons réalisé une autre
simulation en réduisant la section de la fibre a 0.5 nm. L’énergie potentielle et les résultats
du calcul de diffusion sont représentés aux figures 8.12 et 8.13.

Le résultat est a priori surprenant puisqu’une réduction de la section de la fibre s’ac-
compagne dune contraction de la figure de diffraction. Il s’explique cependant par le fait
que la figure de diffraction est due aux électrons qui passent a coté de la fibre. Réduire
la section de cette derniere a pour effet d’élargir I'espace attribué au faisceau extérieur (a
prend une valeur de 0.725 nm au lieu de 0.6 nm) et a rapprocher les centres des deux parties
du faisceau (d prend une valeur de 1.6 nm au lieu de 2 nm). L’augmentation de a s’accom-

pagne d’une contraction de ’enveloppe %(“gﬁ )2 de la figure, tandis que la réduction de d

entraine une dilatation de la modulation (%)2, ou N reste égal a 2. Une coupe verticale

de la densité de courant sur I’écran ainsi qu'une simulation de la diffraction a travers deux
fentes de parametres a=0.725 nm et d=1.6 nm sont représentées a la figure 8.14.

Nous avons donc montré d’une part que les figures obtenues en observant la fibre de
carbone sous une tension de 10 V sont dues a la contribution du faisceau passant a 'intérieur
de la fibre et a celle du faisceau passant a I'extérieur. Nous avons démontré d’autre part que
chacune de ces contributions réalise une diffraction de type Fraunhofer. Il est intéressant de
revoir simultanément le résultat des simulations ou les deux contributions sont présentes,
celui du uniquement a la contribution du faisceau passant par 'intérieur de la fibre et enfin
celui du uniquement a la contribution du faisceau passant a l’extérieur de la fibre. Nous
avons rassemblé ces trois résultats a la figure 8.15.

On constate une bonne concordance dans la position des pics dus a chaque contribution.
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Fic. 8.12 — Energie potentielle dans le plan yz. Une tension d’extraction de 10 V est
appliquée entre le support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille
située a 3.5 nm. Cette grille supporte une fibre non polarisée absorbante de 0.5 nm de coté.
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Fic. 8.13 — Densité de courant obtenue par application d’une tension de 10 V entre le
support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille a 3.5 nm. Cette grille
supporte une fibre non polarisée absorbante de 0.5 nm de coté. A gauche : composante selon
z sur la grille d’extraction. A droite : composante selon r sur [’écran a 10 cm.
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Densite de courant (composante selon r) [ 10xx—12 A / cm2 ] Intensite due a une diffraction de type Fraunhofer a travers 2 fentes.
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Fic. 8.14 — A gauche : coupe selon y de la densité de courant obtenue par application d’une
tension de 10 V entre le support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une
grille a 3.5 nm. Cette grille supporte une fibre non polarisée absorbante de 0.5 nm de coté.
A droite : intensité normalisée pour une diffraction de Fraunhofer a travers deux ouvertures
de 0.725 nm dont les centres sont écartés de 1.6 nm.
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Fi1G. 8.15 — A gauche: coupe selon y de la densité de courant obtenue par application
d’une tension de 10 V entre le support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut
et une grille a 3.5 nm. Cette grille supporte une fibre non polarisée de 1 nm de coté. Au
centre : le faisceau extérieur a la fibre est supprimé grace a une partie itmaginaire dans le
potentiel. A droite: le faisceau passant a l'intérieur de la fibre est supprimé grace a une
partie tmaginaire dans le potentiel.
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Les pics latéraux de la figure de gauche se retrouvent dans la figure de droite. La diminution
progressive de l'intensité (de gauche a droite) est due a I'introduction de 1’absorption dans
des régions de 'espace occupées par une partie de plus en plus importante du faisceau. Si
nous renormalisons les deux figures ou I'absorption a été introduite, de maniére a mettre
au meme niveau les valeurs de la densité de courant locale associée a chaque figure, nous
trouvons également une bonne concordance entre I’amplitude des pics latéraux de la figure
de gauche et celle de leurs équivalents dans la figure de droite. Cette concordance entre pics
est réalisée la ou une seule des deux contributions prend des valeurs significatives tandis
que l'autre est pratiquement nulle. Il n’en est pas de méme pour les autres pics de la figure
de droite qui disparaissent en interférant avec le faisceau passant a 'intérieur de la fibre.

Ces quelques simulations nous ont donc montré la possibilité d’obtenir des figures de
types Fraunhofer dans des conditions en bon accord avec celles prédites par des modeles
simples. L’explication des figures obtenues est compliquée par l'interférence entre les électrons
passant a travers la fibre et ceux passant a l'extérieur. Les résultats présentés montrent
qu’ils s’expliquent tres bien a partir de modeles élémentaires a 1 ou 2 fentes. Ces modeles
élémentaires reposent sur I’hypothese d'une onde incidente plane, ¢’est-a-dire une hypothese
propre a une diffraction de type Fraunhofer.

Il semble dans les expériences que le faisceau extérieur influence de fagon moins critique
la figure de diffraction. Une premiere explication de cette observation fait intervenir 'effet
de sucking-in (attraction du faisceau électronique par la fibre a cause du champ électrique
qu’elle exerce a l'extérieur). Cet effet tend a accroitre le courant passant par la fibre et a
diminuer 'importance du courant extérieur. Une deuxieme explication, qui ne s’applique
qu’aux fibres opaques, repose sur le principe de Babinet. Selon ce dernier, une bande opaque
dans un fond transparent fournit la méme figure de diffraction qu'une bande transparente
dans un fond opaque (ce principe ne s’applique pas a l'image de la source).

8.4.2 Mode Fresnel

Afin de passer a un mode de diffraction de type Fresnel, nous allons reconsidérer notre
premiére simulation (fibre non polarisable de 1 nm de c6té) et monter la tension d’extraction
de 10 V a 25 V. La distribution de I’énergie potentielle ainsi que les densités de courant
locales et a grande distance correspondantes sont représentées aux figures 8.16 et 8.17.

La densité de courant locale se présente sous forme de deux bandes paralleles situées
dans la partie de la fibre qui est éclairée par le faisceau électronique. Ces bandes sont
attribuées aux ondes stationnaires qui peuvent s’établir a l'intérieur de la fibre. Les pos-
sibilités d’ondes stationnaires sont d’autant plus nombreuses que la longueur d’onde est
petite par rapport aux dimensions de la fibre. Leur nombre augmente donc avec la tension
et les dimensions de la fibre. L’utilité d’'une simulation tridimensionnelle apparait bien
ici puisque ces ondes stationnaires ne peuvent étre reproduites par un modele qui réduit
I'objet a un plan.

La figure de diffraction sur I’écran présente des caractéristiques différentes de celles
rencontrées précédemment. Elle est constituée en effet de franges paralleles a la longueur
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Fic. 8.16 — Energie potentielle dans le plan yz. Une tension d’extraction de 25 V est
appliquée entre le support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille
située a 3.5 nm. Cette grille supporte une fibre non polarisée de 1 nm de coté.
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Fic. 8.17 — Densité de courant obtenue par application d’une tension de 25 V entre le
support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille a 3.5 nm. Cette
grille supporte une fibre non polarisée de 1 nm de coté. A gauche: composante selon z sur
la grille d’extraction. A droite : composante selon v sur ’écran a 10 cm.
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de la fibre. Ces franges ont leur extension maximale dans la direction suivant laquelle l'objet
présente lui aussi son maximum d’extension. Cette caractéristique est incompatible avec
une diffraction de type Fraunhofer. Cette nouvelle figure est du type Fresnel et fournit une
premiere image a grande distance de la portion de fibre éclairée par le faisceau électronique.
Cette image présente certaines variations d’intensité dans la partie centrale qui ne peuvent
étre dues qu’au phénomene ondulatoire produisant cette image, puisque 'objet lui-méme
est homogene.

L’apparition d’une figure de type Fresnel est en accord avec le critere a > 24, établi
par un modele plus simple. Avec les valeurs propres a cette simulation, nous vérifions bien
I'inégalité 1 > 2 % 0.36.

Pour confirmer le caractere Fresnel de la figure obtenue, nous pouvons observer les chan-
gements dus a une modification de la taille de la fibre ou de la longueur d’onde, a condition
de respecter la condition a > 2A,. Nous avons pour cela gardé le méme objet et monté
la tension de 25 V a 40 V. Cet accroissement de la tension entraine une diminution de la
longueur d’onde et donc de la valeur de Ad. L’énergie potentielle correspondant a cette
situation est représentée a la figure 8.18 et la densité de courant a la figure 8.19.
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Fic. 8.18 — Energie potentielle dans le plan yz. Une tension d’extraction de 40 V est
appliquée entre le support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille
située a 3.5 nm. Cette grille supporte une fibre non polarisée de 1 nm de coté.

Les deux bandes dans la densité de courant locale sont plus écartées que dans la simu-
lation précédente. Une troisieme bande tend a apparaitre au centre. Ces observations sont
dues a la diminution de la longueur d’onde. La figure de diffraction a I’écran ne présente
pas de contraction particuliere, comme on devrait ’observer si la diffraction était de type
Fraunhofer. La partie brillante centrale correspond a ce que I’on pourrait désigner par “fais-
ceau non diffracté”. On la retrouve en effet dans la densité de courant obtenue sans fibre
et présentée a la figure 8.20. Avec une tension d’accélération de 40 V, les électrons sont en
effet moins affectés par leur passage a travers la fibre qu’ils ne 1’étaient avec une tension
de 25 V. La figure tend donc vers celle qu’on aurait sans la fibre. Cette interprétation est
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Fi1G. 8.19 — Densité de courant obtenue par application d’une tension de 40 V entre le
support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille a 3.5 nm. Cette
grille supporte une fibre non polarisée de 1 nm de coté. A gauche: composante selon z sur
la grille d’extraction. A droite : composante selon v sur ’écran a 10 cm.
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Fic. 8.20 — Densité de courant obtenue par application d’une tension de 40 V entre le
support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille a 3.5 nm. La grille
ne supporte pas d’objet. A gauche : composante selon z sur la grille d’extraction. A droite :
composante selon r sur l’écran a 10 cm.
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confirmée par la densité de courant locale qui présente des contributions plus importantes
en dehors de la fibre. Notons qu’a ce stade nous n’avons pas encore tenu compte de la
polarisation et de I’absorption dans la fibre. Ces deux facteurs tendent en effet a réduire le
phénomene constaté ici.

Si nous supposons que le point de projection virtuel se situe au sommet de la pointe
et que nous considérons la distance moyenne entre ce point et la fibre (2 nm), le bord
de la fibre (qui se situe a 0.5 nm du centre) devrait se trouver projeté a 2.5 cm de l'axe
x sur ’écran. Les simulations montrent une bande sombre sur ce lieu de projection, en
accord avec les interprétations proposées dans la littérature et la figure 1.8 du chapitre 1.
On constate par ailleurs un rétrécissement des franges qui entourent cette bande sombre
lorsque la tension augmente. Ce rétrécissement trouve probablement son origine dans la
diminution de la longueur d’onde.

8.5 Effet de la polarisation - Sucking-in

Nous venons de montrer la possibilité d’obtenir des images de type Fraunhofer ou Fres-
nel selon les conditions d’observation. Nous allons maintenant nous intéresser a I'influence
des caractéristiques de la fibre sur la figure de diffraction, lorsque nous sommes en mode
Fresnel.

Nous avons pour commencer repris la situation illustrée a la figure 8.16 (observation
d’une fibre de 1 nm de c6té sous une tension de 25 V) et introduit dans la fibre une
constante diélectrique ¢, de 16.5 afin de simuler le phénomene de polarisation.
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Fic. 8.21 — A gauche : Potentiel électrique dans le plan yz. Une tension d’extraction de 25
V est appliquée entre le support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une
grille située a 3.5 nm. Cette grille supporte une fibre de 1 nm de coté caractérisée par une
constante diélectrique de 16.5. A droite : Energie potentielle associée
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Le potentiel électrique correspondant a la situation envisagée et 1’énergie potentielle
associée sont illustrés a la figure 8.21. La polarisation de la fibre est responsable d’une
déformation des équipotentielles, qui la contournent au lieu de la traverser comme précédemment.
Elles révelent 'existence d’un champ électrique dans le voisinage immédiat de la fibre qui
tend a attirer les électrons vers elle.

Cet effet d’attraction des électrons (sucking-in) apparait dans les résultats de la simula-
tion, présentés a la figure 8.22. La densité de courant au niveau de la grille est sensiblement
rapprochée de I’axe central x de la fibre. Les valeurs 10 fois plus élevées peuvent provenir du
raccourcissement de la barriere de potentiel a traverser pour sortir de la pointe. La figure
de diffraction a I’écran renforce les parties qui correspondent a l'intérieur de la fibre. Ces
effets sont en général plus prononcés pour des fibres de section plus petites[107], puisque
la zone de champ attractif extérieure a la fibre correspond a une partie relativement plus
importante de la distribution d’énergie potentielle.
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Fi1G. 8.22 — Densité de courant obtenue par application d’une tension de 25 V entre le
support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille a 3.5 nm. Cette
grille supporte une fibre de 1 nm de coté caractérisée par une constante diélectrique de
16.5. A gauche: composante selon z sur la grille d’extraction. A droite : composante selon
r sur [’écran a 10 cm.

Il est intéressant de noter la présence d’oscillations latérales sur I'image de la fibre. De
telles oscillations sont en général observées, comme sur la figure 1.10 du chapitre 1. Elles ne
sont pas présentes dans la densité de courant locale, ni dans les caractéristiques de 1’objet.
Elles semblent donc provenir uniquement du processus de diffraction qui génere I'image a
grande distance.

Enfin, nous aurions pu considérer des valeurs de €, intermédiaires entre 1 et 16.5. Ces
simulations auraient révélé un effet de sucking-in plus ou moins prononcé suivant le choix
de €,. Dans les simulations que nous avons présentées, des valeurs plus élevées n’auraient
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pas eu d’effet observable puisque la valeur de 16.5 suffit a mettre (pratiquement) toute
la fibre au méme potentiel. La gamme des valeurs de €, pour lesquelles une modification
induit des effets observables dépend de la tension appliquée et de la proximité de la pointe,
puisque ces deux facteurs déterminent le champ électrique a annuler dans la fibre.

8.6 Effet du travail d’extraction - Résonances

Les images présentées jusque maintenant correspondent a ce que les expérimentateurs
appellent “fibres transparentes”. Elles se présentent sous la forme d’une projection brillante
qui semble ainsi suggérer une certaine transparence de la fibre elle-méme.

Les “fibres opaques” quant a elles se présentent sous la forme d’une projection noire,
entourée de franges. Ce comportement est attribué a une absorption électronique dans la
fibre, qui devient importante a partir de sections de 'ordre de 2 nm.

Nous avons la possibilité d’introduire cette absorption dans nos simulations et ainsi de
vérifier si elle est automatiquement associée a la formation des figures propres aux fibres
dites opaques ou si d’autres facteurs peuvent produire le méme effet.

Nous avons repris la situation traitée a la section précédente (fibre polarisable de 1
nm de c6té observée sous une tension de 25 V) et commencé nos investigations en mon-
trant l'influence que peut avoir la profondeur du puits de potentiel sur I'image a grande
distance. Modifier la valeur du puits de potentiel correspond & modifier la capacité de la
fibre a conserver 1’électron dans un état lié, la liaison étant d’autant plus forte que le puits
est profond. Signalons qu’'une telle liaison n’est pas permise dans notre modele puisque
I’électron possede suffisamment d’énergie pour échapper a l'attraction de la fibre et qu’il
ne peut la perdre. Tout au plus, une partie de la fonction d’onde peut stationner au-dessus
du puits de potentiel.

Nous avons illustré a la figure 8.23 les images obtenues a grande distance lorsque la
profondeur du puits de potentiel est choisie de maniere a ce que la largeur L de la fibre
soit reliée & la longueur d’onde électronique A dans celle-ci par L = 4\, L = (4 + )\,
L=(4+Hr et L=(4+ 3

Ces résultats tendent a se répéter lorsque la série est poursuivie en prenant L = 5,
L =5+ i))\, ... Ils montrent que les régimes stationnaires dans la fibre influencent
les images obtenues avec des fibres de petite section. Les images obtenues apparaissent
brillantes lorsque la largeur de la fibre correspond a un nombre entier de longueurs d’onde
et opaques pour certains multiples du quart de la longueur d’onde. La densité de courant
locale présente peu de variations par rapport au résultat de la figure 8.22.

Il apparait donc ici aussi qu'une modélisation plus approfondie de I’énergie potentielle
dans la matiere est nécessaire, puisque la valeur particuliere de celle-ci est capable de
modifier de facon importante les images obtenues.
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Fic. 8.23 — De gauche a droite et de haut en bas, densité de courant sur un écran a 10
cm obtenue par application d’une tension de 25 V entre le support métallique d’une pointe
conique de 1 nm de haut et une grille a 3.5 nm. Cette grille supporte une fibre de L=1
nm de coté caractérisée par une constante diélectrique de 16.5. Le puits de potentiel est

choisi de maniere a relier la longueur d’onde électronique locale A a L respectivement par

L=4X\ L=A+HN\ L=(A+D et L=(4+3)\
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8.7 Effet de absorption

Pour montrer que I’absorption ne permet pas de forcer une projection noire dans cette
situation, nous avons ajouté au puits de la fibre une partie imaginaire de -4 eV. Cette
partie imaginaire a d’abord été introduite dans la partie centrale de la fibre (dans un
parallélépipede intérieur de 0.5 nm de coté) et dans la fibre entiere ensuite. Les résultats
sont présentés a la figure 8.24. L’absorption dans la densité de courant locale apparait
clairement dans la figure du bas (la seule pour laquelle I’absorption est maintenue jusqu’en
z = D). L'image a grande distance reste cependant brillante.

La figure de diffraction a grande distance ne dépend plus de la partie réelle de 1’énergie
potentielle dans la fibre lorsque ’absorption est introduite dans son entiereté. Cette consta-
tation est logique puisque les électrons doivent passer a l'intérieur de la fibre pour ressentir
ce potentiel. Cependant a cause de la partie imaginaire, ils disparaissent de la simulation.

Une comparaison avec un modele d’onde incidente collimatée sphérique révele qu'une
projection noire ne peut simplement pas apparaitre avec un objet completement opaque
dans cette situation. Le confinement du faisceau incident a un angle d’environ 15 degrés
est principalement responsable. Une valeur de tension ou un angle d’ouverture plus grands
permettraient d’obtenir une projection noire.

Enfin, la figure du haut est relativement similaire aux images obtenues avec des fibres
de petite taille, comme celle reproduite a la figure 1.9 du chapitre 1. Il est probable qu'un
meilleur accord puisse étre obtenu en améliorant la description de 1’énergie potentielle dans
la fibre ainsi qu’a l'extérieur (nous avons montré en effet I'importance que peuvent avoir
I'aspect et la partie extérieure du faisceau incident).

8.8 Conclusion

Nous avons simulé I'observation de fibres de carbone. Nous les avons représentées par
un milieu continu, caractérisé par un puits de potentiel (représentatif du caractere liant),
une constante diélectrique (pour la polarisabilité) et une partie imaginaire dans ’énergie
potentielle (pour l’absorption). Ce modele simple offre 1'avantage de pouvoir controler
toutes les propriétés de I'objet et ainsi d’attribuer I'origine des caractéristiques de la figure
de diffraction.

Les modes Fraunhofer et Fresnel apparaissent lorsque les conditions d’observation vérifient
le critere établi grace a un modele d’objet plan. Les simulations en mode Fraunhofer ont
fourni des résultats que nous avons pu interpréter par un modele simple d’onde incidente
plane dans une ou deux fentes. Cette interprétation confirme le caractere essentiellement
plan de 'onde incidente dans ces conditions propres a un mode Fraunhofer. Les simulations
ont montré aussi que le faisceau extérieur a la fibre peut influencer de facon importante la
figure de diffraction. Un modele en trois dimensions est donc bien nécessaire pour repro-
duire correctement ’aspect de ce faisceau extérieur, les états stationnaires a I'intérieur de
I'objet et en fin de compte les interférences entre toutes ces parties de la fonction d’onde.

Les simulations en mode Fresnel ont montré I'existence d’oscillations liées au processus
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Fic. 8.24 — Densité de courant obtenue par application d’une tension de 25 V entre le
support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille a 3.5 nm. Cette
grille supporte une fibre de 1 nm de coté caractérisée par une constante diélectrique de
16.5, un puits de potentiel de -4.82 eV avec une partie imaginaire de -4 eV (en haut dans
la partie centrale de la fibre; en bas dans toute la fibre). A gauche : composante selon z sur
la grille d’extraction. A droite : composante selon v sur ’écran a 10 cm.
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de propagation de l'objet jusqu’a 1’écran. Nous avons montré que des phénomenes de
résonance dans les fibres de petite section peuvent, comme ’absorption dans les fibres de
section plus grande, étre a 1’origine des projections noires.

Enfin, nous rencontrons ici aussi la nécessité d’'une modélisation plus approfondie de
I’énergie potentielle. Cette modélisation devrait préciser la valeur des parties réelles et
imaginaires a considérer.
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Chapitre 9

Observation de molécules de carbone

9.1 Introduction

Au cours des deux chapitres précédents, nous avons rencontré la nécessité d’une théorie
permettant de calculer de maniere plus précise 1'énergie potentielle a considérer pour
I’électron du probleme de diffusion. Une telle théorie nous fournirait d’une part une distri-
bution d’énergie potentielle plus réaliste et leverait d’autre part I'incertitude sur les valeurs
a donner a certains parametres (puits de potentiel, partie imaginaire, polarisabilité,...).

Plusieurs années de recherches seraient nécessaires pour approcher de maniere satisfai-
sante cette théorie. Nous présenterons dans ce chapitre les prémices d’une telle théorie, en
espérant qu’elles suffisent a reproduire les caractéristiques essentielles de 1’énergie poten-
tielle et ainsi nous permettre une simulation réaliste de la diffusion.

Apres avoir exposé notre méthode, nous présenterons quelques simulations de 1’observa-
tion d’une molécule de Cgy. Nous illustrerons ici aussi les modes Fraunhofer et Fresnel, les
phénomenes de sucking-in et tenterons de comprendre comment les réactions de la matiere
peuvent produire des effets observables.

N

9.2 Théorie élémentaire du probleme a N +1 électrons

9.2.1 Formulation du probléeme et équations a résoudre

Considérons donc un systeme constitué de N + 1 électrons, les N premiers appartenant
a une molécule et le dernier étant celui de notre probleme de diffusion. La fonction d’onde
a N + 1 électrons peut s’écrire sous la forme d'un déterminant de Slater :

glgrlg ilgrzg ce ilEI‘NH;

1 2(T'1 2(T2 2(rN41

U(ry,ra,...,ry+1) = m : (9.1)
Unia(ry) Uny1(rnvyn)

ou nous avons caché les variables de spin.
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Cette écriture n’est que l'antisymétrisation du produit de N + 1 états ¥, attribués a
chacun des N + 1 électrons. Cette antisymétrisation a pour but de respecter la regle de
changement de signe imposée a la fonction d’onde de plusieurs fermions lors de I’échange des
indices r; propres a chacun d’eux. On respecte ainsi implicitement le principe d’exclusion de
Pauli. On perd par contre la corrélation en séparant sous forme de produit la dépendance
de la fonction d’onde vis-a-vis de chaque électron.

Lorsque cette expression de la fonction d’onde est introduite dans I’équation de Schro-
dinger stationnaire a N + 1 électrons, on obtient 1’équation suivante pour chaque état
\Ili .

D) + [Ver1) + V(1) + Vi 1) + Ve (D] Wil1) = Boile) (92)

Dans cette équation, V.. (r) est I’énergie potentielle due a la tension d’extraction (qui
tient compte de la présence éventuelle d’une pointe),

‘/ion Z

47‘(’60 5

(9.3)

II‘—

est la contribution due a I'attraction des noyaux de charge Z; situés en R;,

Vrep(r) 47T€0 /// |r — r’| A )dV/ (94)

est due a la répulsion des autres électrons. Elle est estimée en retirant a la densité électronique
totale p(r) = >4 [W;(r)[? la contribution due & I'état W; lui-méme. Enfin,

3 3 o) - |2 (9.5)

deg \ 7

3
‘/ech(r) - —OZ§

est le terme d’échange. Ce dernier terme provient de l'antisymétrisation de la fonction
d’onde et est évalué par l'expression locale du potentiel d’échange proposé par Slater.
Nous avons retiré ici aussi la contribution due a l'état ¥, lui-méme. Le coefficient o est
un parametre utilisé pour ajuster les résultats théoriques a l'expérience (en général de
maniere empirique). Il prend typiquement des valeurs comprises entre % et 1. En 'absence
de donnée précise, nous prendrons o = 1.

Nous avons donc un systeme de N + 1 équations couplées (a cause de p) a résoudre de
maniere autoconsistante. Les solutions ¥, seront orthogonales, puisqu’elles sont solutions
du méme hamiltonien hermitien. La fonction Wy, que nous construirons correspond a
un état propre de cet hamiltonien, dont ’énergie appartient au continuum. Elle sera donc
orthogonale aux états ¥; de la molécule.
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9.2.2 Réduction des N électrons de la molécule a une densité

Nous pouvons simplifier le probléme en décrivant les N électrons de la molécule par
une densité électronique p™¢¢(r) = 3>, |W;(r)|? et en utilisant un modele pour p™?*. Le
(N +1)me glectron peut étre considéré comme une perturbation du systeme a N électrons,
qui en son absence avaient trouvé une configuration d’équilibre p7*’. Pour chaque position
r de 'électron de diffusion, on peut calculer une densité p™'* qui en tient compte. Il est
important ici aussi de réaliser que 1’énergie potentielle de I’électron en r correspond au
travail nécessaire pour amener cet électron depuis l'infini et que la densité électronique
pmolee s'est adaptée en chaque pas de ce trajet. Si nous renoncons & résoudre les N + 1
équations 9.2 de maniere autoconsistante, il est nécessaire de remplacer I'expression 9.4
de V,¢p(r) par une expression qui tienne compte de 'adaptation progressive de la densité
pmetee durant le trajet depuis l'infini.

Une fagon d’y parvenir consiste a développer le terme V,,(r) en série par rapport a la

e2

4meg |r r

OVyep(r
‘/Tep(r) =~ 7“617 |Vpert =0 + /// 8Vpe:f

= I ] v

En identifiant av“‘zg?) = pmolec(r’) et aﬁzﬁﬁé?)

perturbation V.. (r') = g due a I’électron :

Vpert (r’)dV’
Vppr =0

Vopert (T') Vpert (r")dV'dV" (9.6)
Vpert:()

o = prelee(r’), cette équation de-
pert—

vient :

‘/T’Ep r ~ 0 + /// pmolec pert( ')dV’
AV
2 OVpert (1

Si nous considérons 1’écriture :

apmolec
molec( ../ molec

=)+ ] T

p" e (r’) Wpora (1

qui peut étre considérée comme un développement en série de p™'*(r’) par rapport a des
variables qui seraient les valeurs de V,,+(r”) pour tous les points r” de I’espace, 'expression
précédente devient :

T‘ep /// melec peT‘t dV/ 2 /// molec o ?olec(r/))vpe”(r/)dvl <99)

c’est-a-dire

" molec dv/ molec p6nolec< /))dv, 010
replr) 47‘(’60 // ]r—r’] 247’(’60 /// ]r—r’] (9.10)

Vpert(r”)dvl/> Vpert<r/)dvl (97)
+=0

Voert(®")AV" + .. (9.8)

pert =0
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Ce résultat signifie qu’en premiere approximation nous pouvons utiliser I'expression 9.4
a condition de mettre un facteur 1/2 dans la partie de ’énergie potentielle induite par
I’électron de diffusion lui-méme. Ceci permet de tenir compte de 'adaptation progressive
de la densité électronique dans la molécule lors de son arrivée.

Nous appliquerons ce principe ainsi que ’expression suivante :

3 e 3
Vech(r) _ _ - 3 *melec(I‘)l/g (9.11)
24mey \ 7

pour définir 'énergie potentielle dans 'équation 9.2 propre au (N + 1) électron de notre
probleme de diffusion.

9.2.3 Modele de densité électronique gaussien

Nous avons donc simplifié le probleme a N +1 électrons en remplagant la détermination
précise des N premiers états W, par 'utilisation d’une densité de charges représentative de
ces N premiers électrons. Cette approche se justifie par le fait que notre intérét se porte
uniquement sur le dernier électron.

Il nous reste donc a déterminer par une autre méthode cette densité électronique, d’une
facon qui tienne compte de la présence du (N + 1)®m¢ électron. Nous avons choisi de
représenter I’ensemble des électrons de valence et de conduction de chaque atome par une
distribution gaussienne rigide pouvant se déplacer par rapport a I’ensemble constitué du
noyau et des électrons de coeur. Nous supposerons par la suite que ces derniers restent
localisés sur le noyau et que leur seul effet consiste a réduire la valeur effective de Z; qui
devient donc le nombre d’électrons de valence et de conduction associés au noyau j.

L’étude du puits harmonique plongé dans un champ électrique d’amplitude £ montre
que les fonctions propres du probleme sont déplacées [108] de:

el

2
mwj

Az =

(9.12)

ol w; la pulsation caractéristique du puits harmonique associé a 'atome j. En considérant
les Z; électrons de 'atome j, sa polarisation suite a I'application du champ électrique est
alors:

Zj€2E

2
mu)j

— oE (9.13)

pi = (Zje)Ax =

Nous pouvons donc déterminer la valeur de w; qui correspond & la polarisabilité «,; de
j j
I'atome:

] (9.14)
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Par ailleurs, les fonctions propres de ce probleme ont toutes une dépendance propor-
tionnelle a:

/)

U(r) ~e o

(9.15)

atom

Comme la densité électronique p§*™(r) associée a chaque atome j est proportionnelle a

|W;(r)|?, nous associerons & chaque atome une densité électronique gaussienne :
7.

—2
atom (1) — J €—|r—rj\2/Rj 9.16
A = (9.16)

dont le rayon R; est fixé par:

_ h Al oa; \"7*
KNS o

La position du centre r; de la densité électronique associée a chaque atome est obtenue
en déterminant dans un premier temps la polarisation p; de chaque atome (par la méthode
donnée au chapitre 7) et en se servant ensuite de la relation:

p; = Zje(R; — 1) (9.18)

molec est finalement donnée par :

prmelee (v) = Zp?tom<r) (9.19)

La densité électronique p

et les intégrales rencontrées dans le calcul de V;,(r) se résolvent comme:

2

e? pmotee(rhy e erf(jr— rj|/§j)
4re /// lr —r/| v Z Zj (9.20)

N 47'('60 J |I'—I'j’

9.2.4 Polarisabilités statique et dynamique

Nous avons jusque maintenant considéré une valeur unique pour la polarisabilité de
chaque atome. Or I’énergie potentielle contient une partie statique (due a la tension d’ex-
traction) et une partie dynamique (due a 1’électron en mouvement). La valeur de la pola-
risabilité a considérer n’est pas la méme pour ces deux contributions.

Nous devons considérer la polarisabilité statique a4 de I’atome lorsque nous calculons
la contribution a 1’énergie potentielle due a la tension d’extraction et la polarisabilité dyna-
mique agy,(w) pour la partie due a I’électron en mouvement. Dans un modele Lorentzien,
ces grandeurs sont liées par la relation :

Osiat

Ay (W) = — (9.21)

wg
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ol la polarisabilité volumique statique e prend la valeur de 1.100 A% et ’énergie ca-
ractéristique hw, la valeur de 18.15 eV. Ces valeurs sont celles recommandées pour des
atomes de carbone dans un fullerene a la référence [109]. La description pourra étre
améliorée dans un travail ultérieur en prenant une expression anisotrope pour la pola-
risabilité (c’est ce qui a été fait pour I'image de Cjyg en couverture) et en complétant son
expression par une partie imaginaire afin de tenir compte des transferts d’énergie entre
I’électron du probleme de diffusion et la matiere.
Dans notre situation la valeur de w a considérer est donnée par :

hw=FE=¢eV-W (9.22)

puisque I’électron de notre probleme de diffusion, qui est a l'origine de cette perturbation,
est décrit par I'expression :

U(r,t) = U(r)e (7)1 (9.23)

La démarche a suivre pour obtenir 1’énergie potentielle V;,; a considérer dans notre
probleme de diffusion est alors la suivante. Dans un premier temps, on calcule ’énergie
potentielle en un point r donné due a la tension d’extraction uniquement. On utilise donc
la polarisabilité statique . L’énergie potentielle extérieure V., et le champ électrique
associé tiennent compte ici de la tension d’extraction et de la présence de la pointe. On
obtient ces valeurs initiales de 1’énergie potentielle et du champ associé en utilisant la
méthode donnée au chapitre 8 si on souhaite décrire la pointe par un modele continu. On
calcule ensuite la valeur des dipodles associés a chaque atome de la molécule en utilisant la
méthode donnée au chapitre 7 et on en déduit le déplacement de chaque nuage gaussien
par 9.18. On obtient ainsi la premiere contribution a 1’énergie potentielle :

e’ szerfﬂr —1;|/R))

J

Vo(r) = Vew(r Z |r — (9.24)

47T€0 47reo Ir —rj

Dans un deuxieme temps, on calcule ’énergie potentielle due a la réaction de la molécule
suite a la présence de 'électron uniquement au point r. On utilise ici la polarisabilité
dynamique adyn(%), a laquelle on associe E; . On calcule a nouveau la valeur du dipole
associé a chaque atome de la molécule, en prenant comme champ extérieur sur chaque site
atomique celui exercé par I'électron au point r. On en déduit le nouveau déplacement r’

de chaque nuage gaussien. On obtient ainsi la seconde contribution a ’énergie potentielle :

e? erf(lr —r’|/R.)
AV (r) = Z; 1) 9.25
47T€0 Z |r - 47reo EJ: ! v — 1} (9:25)
Le terme d’échange est évalué par:
1/3
Voo (1) 3 ¢ 5 |3 Z Z; —fr—r"|2/R}? (9.26)
wen(r) = —= — — e EA :
h 24mey \ 5 w32 R;,B
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ot les positions rf sont obtenues en additionnant les déplacements calculés pour Vg et AV

\ o e . /!

par rapport a la position des noyaux Rj; et les rayons gaussiens R;
2 2 2

— . r.—R; r'—R; "_R;
R; par la relation | JE4J| + | J§,4]| = L//4]|
A . / 7 J J .7 \ ] / 3 / \
etre attribuée aux déplacements associés a r; et r; soit égale a celle correspondant au
déplacement associé a rf.

sont reliés & R; et

, de maniere a ce que 1’énergie pouvant

Compte tenu des commentaires faits en 9.2.2, I’énergie potentielle totale V},; a considérer
dans notre probleme de diffusion est alors donnée par:

Viet(r) = Vo(r) + ;AV(I‘) + Veen(r) (9.27)

9.2.5 Critique

L’idée de séparer le (N + 1)*m¢ électron des autres et de représenter ceux-ci par une
densité de charges est relativement intéressante. Nous avons également formulé le probleme
d’une fagon apte a tenir compte des polarisabilités statique et dynamique.

Le modele gaussien que nous avons utilisé pour représenter la densité de charges
électroniques est par contre tres simplifié. Pour commencer, il représente tous les électrons
par une distribution a symétrie sphérique. Ce modele de gaussiennes rigides n’est cer-
tainement pas réaliste lorsque l'électron est tres proche du centre de I'un des atomes.
Ensuite, leur caractere relativement lié au noyau ne permet pas une description adéquate
des électrons de conduction.

Le fait de déterminer le déplacement des gaussiennes en passant par un modele dipo-
laire est ici justifié par le fait que la distance entre atomes voisins est telle qu'une partie
négligeable (de I'ordre du pourcent) de la distribution associée a chaque noyau atteint les
sites voisins.

En conclusion, ce modele offre surtout 'avantage d’étre simple et de fournir les ca-
ractéristiques essentielles de la distribution d’énergie potentielle a utiliser dans nos simu-
lations. Il pourra étre amélioré dans un travail ultérieur en représentant les électrons des
molécules par des orbitales atomiques comme celles utilisées en LCAO et en déterminant
leurs coefficients pour chaque position de I’électron dans notre probleme de diffusion.

9.3 Modele de pointe et de molécule

La pointe est représentée comme au chapitre précédent par un cone continu, afin de
pouvoir exploiter toute symétrie présente dans la molécule. Nous avons repris une hauteur
de 1 nm et un rayon a la base de 0.5 nm.

Les coordonnées des atomes de carbone constituant la molécule examinée dans ce
chapitre résultent de considérations géométriques. Nous avons associé a chaque atome
4 électrons de valence et utilisé ’expression de la polarisabilité isotrope donnée a la section
précédente.
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9.4 Observation d’une molécule de Cy

Les molécules de Cgy examinées ici sont déposées sur un pentagone, afin de profiter
de 'axe de symétrie le plus élevé présent dans la molécule (n=>5). Nous allons illustrer
les diffractions de type Fraunhofer et Fresnel que 'on obtient avec une telle molécule en
fonction des conditions d’observation.

9.4.1 Mode Fraunhofer - Effet de sucking-in

Nous avons réalisé la premiere simulation en prenant une tension d’extraction de 10
V et une distance entre le support métallique et la grille de 3.5 nm. L’énergie potentielle
correspondant a cette situation est représentée a la figure 9.1.

Energie potentielle [ eV ]

10

-5

-10

-15

X [ nm ]

F1G. 9.1 — Energie potentielle dans le plan xz. Une tension d’extraction de 10 V est ap-
pliquée entre le support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille située
a 3.5 nm. Cette grille supporte une molécule de Cgy.

On percoit dans le résultat du calcul que la molécule tend a repousser les équipotentielles
et a créer ainsi une zone intérieure dépourvue de champ électrique. Ces équipotentielles
extérieures sont associées a un champ électrique qui tend a attirer les électrons a I'intérieur
de la molécule. Ce comportement s’explique par le fait que les électrons de la molécule
s’éloignent de I’électron incident (d’autant plus que la polarisabilité dynamique est élevée)
tandis que les ions positifs restent sur place. Cette configuration électronique de la molécule
tend a attirer 1’électron incident puisqu’il ressent avant tout 'attraction des ions positifs.

Les résultats du calcul de diffusion sont représentés a la figure 9.2. La densité de cou-
rant a grande distance est de type Fraunhofer. Elle se présente sous la forme d’anneaux
typiques d’une diffraction a travers un objet circulaire. La symétrie d’ordre 5 de la molécule
est perceptible dans les dernieres franges. Une représentation en échelle linéaire ne ferait
apparaitre que le pic central.
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Densite de courant (composante selon z) [ A / cm2 ] Densite de courant normalisee (echelle logarithmique)

— (=]

Y [ nm ]
0.5
10*
-2

5000

-0.5
-4

-1 -0.5 0 0.5 1
X [ nm ] X[ em ]

F1G. 9.2 — Densité de courant obtenue par application d’une tension de 10 V entre le support
métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille a 3.5 nm. Cette grille supporte
une molécule de Cgy. A gauche: composante selon z sur la grille d’extraction. A droite :
composante selon r sur l’écran a 10 cm en échelle logarithmique (base 10).

La densité de courant locale révele un tres fort effet de sucking-in. Il est mis en évidence
a la figure 9.3 ol nous avons comparé une coupe horizontale de la densité de courant locale
avec celle obtenue lorsque la molécule de Cgg est retirée. Cette figure ne contient aucune
information sur la structure atomique traversée. La raison est due au fait que la distribution
d’énergie potentielle présente elle-méme tres peu d’information sur la structure atomique
sous-jacente a cause de la polarisabilité volumique dynamique encore importante (1.2 A3)
de chaque atome dans la molécule.

9.4.2 Mode Fresnel

Afin d’obtenir une figure de type Fresnel, nous avons monté la tension a 25 V et rap-
proché la grille d’extraction a seulement 2.5 nm du support métallique de la pointe. Cette
situation est illustrée a la figure 9.4 par une coupe dans I’énergie potentielle. On percoit a
nouveau tres bien 'effet d’attraction exercé par la molécule.

Les résultats du calcul de diffusion sont représentés a la figure 9.5. La densité de courant
locale se présente sous la forme d’'un anneau dont la dimension correspond assez bien a
celle de la molécule. La figure de diffraction a grande distance est de type Fresnel. L'image,
en échelle linéaire, fournit une image assimilable a la projection géométrique d’une sphere
transparente. Cette projection est accompagnée d’une frange latérale et d’oscillations ty-
piques a l'intérieur de la projection. Cette projection est simplement réduite lorsque la
grille d’extraction est reculée jusqu’a une distance de 3.5 nm du support métallique de la
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Densite de courant (composante selon z) [ A / cm2 ] Densite de courant (composante selon z) [ A / cm2 ]
Sr ] ————e
o L
- ~
oL A
o
o L -
S
- o
o L -
o
re)
o
SIS 4
el
e e N 1
=1 -0.5 0 0.5 1 =1 -0.5 0 0.5 1
X [ nm ] X [ nm ]

Fic. 9.3 — A gauche : coupe selon x de la densité de courant obtenue sur une grille située a
3.5 nm du support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut. La tension d’extraction
est de 10 V. A droite : méme coupe lorsqu’une molécule de Cgq est déposée sur la grille.

Energie potentielle [ eV ]
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F1G. 9.4 — Energie potentielle dans le plan xz. Une tension d’extraction de 25 V est ap-
pliquée entre le support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille située
a 2.5 nm. Cette grille supporte une molécule de Cly.
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pointe.
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F1G. 9.5 — Densité de courant obtenue par application d’une tension de 25 'V entre le support
métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille a 2.5 nm. Cette grille supporte
une molécule de Cgy. A gauche: composante selon z sur la grille d’extraction. A droite :
composante selon r sur ’écran a 10 cm.

L’image obtenue est donc celle d'une sphere et ne contient aucune information sur la
structure atomique de la molécule. Cette constatation ne surprend pas puisque d’une part
les détails de cette structure atomique sont plus petits que le pouvoir de résolution (0.28
nm) et que d’autre part ces détails sont peu apparents dans I’énergie potentielle elle-méme
(la polariAsabilité volumique dynamique des atomes de carbone prend ici une valeur élevée
de -17.5 A3).

Il est intéressant de montrer les résultats obtenus avec une tension d’extraction de 40 V.
Nous avons repris pour cela une distance de 3.5 nm entre la grille et le support métallique
de la pointe, afin de travailler avec des valeurs de champ réalistes (nous sommes a la limite
des valeurs pouvant entrainer en pratique une destruction de la pointe).

L’énergie potentielle est représentée a la figure 9.6. Nous avons représenté a gauche
le terme Vj(r) de I'énergie potentielle (qui ne tient pas compte de 'électron) et a droite
I'expression complete V,,(r). Les atomes de carbone se distinguent cette fois dans ’enve-
loppe de la molécule. Par ailleurs, celle-ci ne parvient plus a écranter le champ électrique
extérieur. Cette différence de comportement par rapport aux cas précédents est due a la po-
larisabilité volumique dynamique qui prend ici une valeur réduite de -0.39 A3. Cette faible
polarisabilité dynamique explique aussi le peu de différences entre les deux figures. Pour
des tensions plus élevées (et donc des valeurs de w plus grandes), les deux figures finissent
par se distinguer uniquement par le terme d’échange puisque la polarisabilité dynamique
tend vers 0.
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Energie potentielle [ eV ] Energie potentielle [ eV ]
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F1G. 9.6 — Energie potentielle dans le plan xz. Une tension d’extraction de 40 V est ap-
pliquée entre le support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille située
a 3.5 nm. Cette grille supporte une molécule de Cgy. A gauche: énergie potentielle sans
électron (Vo(r)). A droite : énergie potentielle avec électron (Viy(r)).

L’énergie potentielle contient donc dans cette simulation une information liée a la struc-
ture atomique de la matiere observée. Comme on le voit a la figure 9.7, cette information
ressort dans la densité de courant locale mais reste absente de I'image obtenue a grande
distance. Bien que présents dans I’énergie potentielle, les détails de la structure atomique
varient sur une échelle inférieure au pouvoir de résolution et ne peuvent étre observés.

On peut aussi constater que la densité de courant locale prend des valeurs importantes
a coté de la molécule. Ceci est du au fait que le champ électrique a I'extérieur de la molécule
n’attire plus les électrons vers celle-ci.

La densité de courant a grande distance fait apparaitre de fagon moins évidente la
projection d’une sphere. L’absence de sucking-in (qui fait moins ressortir 'objet) et un
éventuel recul du point de projection virtuel avec la tension peuvent expliquer cela.

9.5 Conclusion

Les résultats obtenus confirment la nécessité d’'une bonne modélisation de ’énergie
potentielle dans la matiere. Notre modele de gaussiennes rigides semble montrer que 1'in-
formation liée a la structure atomique ressort d’autant mieux que ’énergie de 1'électron
utilisé pour l'observation est élevée. Cette constatation ne contredit pas les résultats
expérimentaux puisque la taille des détails observés diminue avec la tension (pour des
raisons liées a la longueur d’onde des électrons servant a l’observation).

Les simulations avec une molécule de Cgy ont illustré leffet de sucking-in ainsi que
les diffractions de type Fraunhofer et Fresnel. Ces dernieres simulations n’ont permis de
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F1G. 9.7 — Densité de courant obtenue par application d’une tension de 40 V entre le support
métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille a 3.5 nm. Cette grille supporte

une molécule de Cgg. A gauche : composante selon z sur la grille d’extraction. A droite :
composante selon r sur [’écran a 10 cm.

montrer que l'aspect global de la molécule. Révéler la structure atomique de la molécule
aurait impliqué un pouvoir de résolution inférieur a la valeur expérimentale de 0.5 nm.



9.5 Conclusion 176




177 Observation de champs magnétiques

Chapitre 10

Observation de champs magnétiques

10.1 Introduction

Dans ce dernier chapitre, nous allons considérer la diffusion électronique en présence
d’un champ d’induction magnétique. Nous savons par les modeles présentés au chapitre 2
que les franges induites dans la figure de diffraction sont orientées parallelement aux lignes
de champ et présentent un espacement régulier (dans un champ homogene) d’autant plus
resserré que celui-ci est fort.

Le but de ce chapitre est simplement d’illustrer ces observations. Nous appliquerons
pour cela un champ d’induction B constant dans une couche de 1 nm d’épaisseur située
juste devant la grille d’extraction. La pointe sera représentée par un cone.

10.2 Observation d’un champ magnétique uniforme

Considérons donc une pointe conique de 1 nm de haut ainsi qu'une grille d’extraction
située a une distance de 2 nm du support métallique. La tension d’extraction sera de 8 V.
L’énergie potentielle correspondant a cette situation est représentée a la figure 10.1.

Le champ d’induction magnétique est supposé uniforme entre les plans zp=1 nm et
z1=2 nm. Il commence donc juste a I'extrémité de la pointe. Nous supposerons le champ
d’induction magnétique dirigé suivant les valeurs négatives de l'axe y. La symétrie de
rotation, qui caractérise la pointe, est perdue a cause du champ d’induction magnétique
de sorte que les simulations doivent étre réalisées en prenant n=1. Sous 'action de la
force de Lorentz, les électrons sortant de la pointe doivent donc étre déviés vers la droite
(c’est-a-dire dans notre repere gaucher vers les valeurs de x positives).

Lorsque les électrons extraits de la pointe arrivent a la grille, leur énergie cinétique est
de 8 - 4.5 = 3.5 eV (quand ils proviennent du niveau de Fermi dans le métal). Pour dévier
ces électrons de facgon significative sur une distance aussi petite que 1 nm, il faut une valeur
de champ énorme. Nous avons pris un champ de 2000 Tesla. En effet, si I’énergie cinétique
des électrons était partout de 3.5 eV, ils tendraient, sous 'action de ce champ, a suivre
une trajectoire circulaire de 0.8 nm de rayon.
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Fi1c. 10.1 — Energie potentielle dans le plan xz. Une tension d’extraction de § V est ap-
pliquée entre le support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille située
a 2 nm.

Les simulations que nous allons réaliser avec une telle valeur de champ se situent donc
en dehors de toute réalité expérimentale. Les valeurs accessibles se situent en effet autour
de 30 Tesla en régime continu et 60 Tesla en régime pulsé. Des valeurs de quelques cen-
taines de Tesla sont accessibles en comprimant le flux magnétique a ’aide d’une explosion.
Ces simulations servent donc a appliquer la théorie développée au chapitre 5, dans des
conditions qui ne sont pas celles rencontrées dans le Microscope a Projection de Fresnel.
Ce dernier permet en effet de détecter des champs d’une valeur de 0.5 Tesla. La différence
avec I’exemple présenté ici provient du fait que les champs observés s’exercent sur un espace
plus grand et présentent des variations qui aident a leur détection.

Nous avons représenté a la figure 10.2 les résultats du calcul de diffusion. On constate
tres bien le déplacement du faisceau électronique du a la force de Lorentz. La densité de
courant locale présente en général certaines oscillations, qui ne sont pas aussi marquées
que dans la densité de courant a grande distance. Les franges observées sont bien dirigées
selon y, qui est la direction du champ.

Enfin il est intéressant de suivre ’évolution des densités de courant locale et a grande
distance lorsque la valeur du champ est modifiée. C’est ce que nous avons illustré a la figure
10.3 ou nous avons considéré des valeurs de champ de 1000, 1500 et 2000 Tesla.

On constate bien sur les figures que l'enveloppe du faisceau se déplace d’autant plus
que le champ d’induction magnétique est fort. Les franges, visibles surtout dans la figure a
grande distance, deviennent de plus en plus nombreuses au fur et a mesure que le champ
augmente.

En utilisant le formalisme de Kirchhoff présenté au chapitre 2, il est possible d’associer
a deux trajectoires traversant une zone de champ d’induction magnétique B une différence
de phase donnée par:

At = —% /B.dS (10.1)

ou l'intégrale est réalisée sur une surface s’appuyant sur les deux trajectoires.
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F1c. 10.2 — Densité de courant obtenue par application d’une tension de 8 V entre le support
métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut et une grille a 2 nm. Un champ d’induction
magnétique de 2000 Tesla orienté vers les valeurs négatives de y est présent entre les plans
z0=1 nm et z1=2 nm. A gauche: composante selon z sur la grille d’extraction. A droite:
composante selon r sur l’écran a 10 cm.
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Fic. 10.3 — De gauche a droite : densité de courant obtenue sur ['axze x par application
d’une tension de 8§ V entre le support métallique d’une pointe conique de 1 nm de haut
et une grille a 2 nm. Le champ d’induction magnétique est présent entre les plans zo=1
nm et z1=>2 nm et orienté vers les valeurs négatives de y. Il prend des valeurs respectives
de 1000, 1500 et 2000 Tesla. En haut: densité de courant en z = D. En bas: densité de
courant a [’écran.
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Dans nos simulations, on peut considérer que les franges deviennent visibles a partir
de 1500 Tesla. Leur écart a 10 cm est de 1.5 cm. Si nous considérons deux trajectoires
hypothétiques rejoignant de maniere rectiligne 'extrémité de la pointe a deux franges
successives sur I’écran, elles définissent dans la zone de champ une surface de 7.5 1072 nm?.
La différence de phase que nous pouvons leur associer prend alors la valeur de A¢=0.17
radian.

Nous pouvons faire ici un lien intéressant avec le Microscope a Projection de Fresnel,
puisque son seuil de détection se situe autour de %—g = 0.13 radian. La valeur de 0.17 radian
obtenue dans nos simulations est donc relativement proche. Ce lien peut étre exprimé
d’une autre fagon en reconsidérant les valeurs données au chapitre 1 (détection de 0.5
Tesla sur une particule magnétique de 10 nm de c6té). Nous pouvons raisonnablement
attribuer au champ d’induction magnétique une surface de (15 nm)2 On constate alors
que le produit entre la valeur du champ et la surface qui lui est associée ne change pas
suivant que 'on prenne les valeurs expérimentales ou celles de notre simulation, puisque
nous avons: 0.5 x 152 = 1500 x 7.5 1072, Ce commentaire justifie la nécessité rencontrée
dans nos simulations de compenser les dimensions réduites de la zone de champ par des
valeurs plus élevées.

10.3 Conclusion

Nous avons donc confirmé par un exemple académique la présence de franges de dif-
fraction orientées suivant la direction du champ. Ces franges tendent a s’affiner et devenir
plus nombreuses au fur et a mesure que son intensité augmente.

Les simulations réalisées correspondent a une situation relativement simple (champ
uniforme) qui n’utilise pas toutes les possibilités offertes par les techniques développées
au chapitre 5. Comme les simulations de diffraction sur barreaux, elles offrent 1'avantage
d’une interprétation plus aisée.
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Conclusion

Le Microscope a Projection de Fresnel résulte de 'application de techniques récentes
au principe d’observation par projection. Elle offre un pouvoir de résolution intéressant et
la possibilité d’observer sans dégradation et sans le support perturbatif d’une surface des
macromolécules biologiques. Comme toutes les techniques qui touchent au domaine quan-
tique, un support théorique est nécessaire pour aider a comprendre les images obtenues.
La possibilité d’observer des figures de type Fraunhofer et Fresnel a été bien expliquée par
des modeles simples (intégrales de Kirchhoff, modeles de diffraction élémentaires, ...). Ces
modeles ne tiennent cependant pas compte de ’aspect tridimensionnel des objets observés.
Cet aspect est important pour justifier la différence entre les fibres dites opaques et trans-
parentes. L’observation de ces dernieres est fortement influencée par les champs électriques
extérieurs, qui sont responsables du phénomene de sucking-in. L’origine des oscillations
observées dans les projections de macromolécules et 'interprétation des nouvelles franges
obtenues en présence de champs magnétiques sont autant de points qui nécessitent une
modélisation théorique.

En principe, les méthodes développées pour la simulation du STM devraient s’appliquer
a ce probleme, étant donné la similarité de configuration entre les deux instruments. Méme
si notre probleme réclame le calcul de la distribution spatiale d’'une densité de courant
plutot qu’un courant total, il pourrait sembler a priori qu'une adaptation permettant la
propagation des états électroniques sur une distance de plusieurs centimetres suffise.

Nous avons montré au chapitre 2 que les problemes sont essentiellement numériques et
trouvent leur origine dans les valeurs plus élevées de la tension et de la distance pointe-
objet. Ces problemes se manifestent par des exigences inacceptables en taille mémoire et
en temps de calcul et surtout par une perte complete des chiffres significatifs a cause des
instabilités. Il était donc nécessaire de développer une nouvelle théorie qui prenne en compte
les aspects quantiques du probleme et permette de gérer ces contraintes numériques. Cette
théorie ne peut etre appliquée sans une programmation optimale, qui gere automatiquement
I’espace mémoire disponible et utilise toutes les astuces possibles pour réduire le nombre
d’opérations.

Nous avons choisi d’utiliser la méthode des matrices de transfert pour décrire le plus
économiquement possible la diffusion électronique entre le support de la pointe et la
grille-porte-objet. L’efficacité de notre méthode est encore améliorée par 1'utilisation d’une
base bien adaptée a la symétrie essentiellement cylindrique du probleme. Méme si cette
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base complique 1’évaluation de certains coefficients, elle permet de profiter de la présence
éventuelle d'un axe de rotation. L’avantage d’exploiter toute symétrie présente dans le
probleme provient de la séparation des états de base nécessaires a la représentation de la
fonction d’onde en groupes indépendants. Cette séparation réduit d’une part considérablement
les coefficients de couplage a calculer et d’autre part le nombre de coefficients restant a
stocker simultanément. Dans le probleme considéré, la symétrie de rotation était celle per-
mettant de scinder les états de base en un nombre maximum de groupes indépendants.
On pourrait envisager pour d’autres problemes d’exploiter d’autres symétries (plans de
symétrie,...). Notre base de représentation étant complete, il suffirait d’utiliser la théorie
des groupes pour déterminer a l'avance les groupes ou associations d’états de base qui
fourniraient des ensembles indépendants. Les problemes d’instabilités liés a la technique
des matrices de transfert sont controlés par un estimateur d’erreur qui permet de suivre
la précision des grandeurs tout au long du calcul et de I'estimer a ’avance. Par ailleurs,
la stabilité de I'étape de propagation des états de base est assurée par une technique nou-
velle, dont la précision repose sur le calcul (tres fiable) de valeurs et vecteurs propres.
Enfin, la propagation a grande distance des fonctions d’onde est réalisée en combinant la
méthodologie des matrices de transfert avec celle des fonctions de Green. Cette combinai-
son de deux formalismes est un progres majeur, car elle permet d’exploiter simultanément
les avantages spécifiques de deux théories jusqu’ici indépendantes.

Notre théorie de diffusion a été appliquée a une situation caractérisée par un métal
séparé d'une grille conductrice, elle-méme suivie d’'un écran a 10 cm. Le métal est supposé ici
étre un métal d’électrons libres, caractérisé par des valeurs a fournir de I’énergie de Fermi et
du travail d’extraction. Ces deux valeurs peuvent étre modifiées pour représenter différents
matériaux. L’espace entre ce métal et la grille d’extraction peut contenir une distribution
d’énergie potentielle et de champs magnétiques quelconque. Il suffit d’en préciser les valeurs
sur une grille discrete. Nous avons supposé I'absence de champ entre la grille d’extraction
et ’écran a 10 cm. Cela permet une propagation analytique aisée dans le formalisme de
Green. Mettre une tension entre la grille et I’écran nécessiterait d’exprimer les fonctions de
Green sous la forme d’une combinaison de fonctions d’Airy. Cela compliquerait la méthode
pour fournir en fin de compte des résultats qualitativement identiques.

Notre méthode permet donc un calcul de diffusion quantique, pour chaque état incident
dans le métal, a travers I’espace compris entre ce métal et un écran a 10 cm. Les équations de
propagation sont écrites de maniere a tenir compte d’une distribution d’énergie potentielle
quelconque. Nous 'avons calculée de maniere a tenir compte de la présence de 1’électron.
La méthode gere également les parties imaginaires du potentiel, que nous avons introduites
pour représenter le phénomene d’absorption électronique. Cette nouveauté par rapport aux
travaux précédents est complétée par la possibilité de traiter des distributions quelconques
de champs magnétiques. Cette interaction entre I’électron et le champ magnétique n’inclut
ici que la force de Lorentz. Le spin de I’électron pourra étre introduit dans un travail
ultérieur. Cela devrait nous aider a comprendre la division du faisceau électronique lors
de T'utilisation de pointes magnétiques. Nous devrons pour y parvenir doubler les états de
base pour représenter les deux états de spin possibles et introduire un terme supplémentaire
dans 'hamiltonien. Les changements dans la méthode que cela représente semblent tout a
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fait abordables. Les résultats s’expriment en fin de compte par des distributions en valeurs
absolues de la densité de présence et de la densité de courant dans la région proche de la
grille d’extraction et sur un écran éloigné.

En plus de l'incorporation du spin de I’électron, notre méthode pourra étre améliorée
sur plusieurs points. Bien qu’elle ne requiert que des valeurs de I'énergie potentielle et des
champs magnétiques sur des grilles représentatives des parties ou elles varient de maniere si-
gnificative et traite les parties intermédiaires (ou 1’énergie potentielle est supposée linéaire)
de fagon analytique, le nombre d’états de base nécessaires augmente avec la distance entre
le support métallique de la pointe et la grille d’extraction. La raison provient du fait que
le faisceau extrait doit étre contenu dans le cylindre de confinement et qu’il grandit au fur
et a mesure de sa propagation vers la grille. Ceci est un inconvénient par rapport au for-
malisme de Green, dont I'application n’est en rien affectée par la distance entre les parties
significatives. Une possibilité de traiter cette situation pourrait consister a conserver uni-
quement les états de base qui prennent des valeurs significatives sur 'objet et a propager les
autres (qui ne verraient qu'une barriere essentiellement triangulaire) analytiquement. En-
fin, notre méthode est bien adaptée aux techniques de programmation en parallele, puisque
les groupes d’états de base caractérisés par des valeurs d’énergie E et d’indices m qui ne
sont pas séparés par un multiple de n se propagent de fagon indépendante. Par ailleurs, il
est possible de traiter séparément la propagation a travers les différentes tranches utilisées
pour diviser I'espace entre le métal et la grille.

Dans sa forme actuelle, notre théorie peut contribuer a améliorer les techniques que
nous avons jugées mal adaptées a la simulation du Microscope a Projection de Fresnel.
La technique des matrices de transfert peut profiter surtout des méthodes de controle de
stabilité développées dans cette dissertation et de notre généralisation aux formes rectan-
gulaires. La combinaison avec le formalisme de Green utilisée ici pourra étre employée dans
d’autres situations ol un prolongement des solutions est nécessaire. Dans les simulations de
STM, nos techniques permettront de traiter des distances pointe-échantillon plus élevées,
d’introduire de I'absorption dans le systeme et éventuellement de simuler 'observation de
particules magnétiques. Méme si les symétries sont en général perdues au cours du ba-
layage de la pointe, notre formulation du probleme en coordonnées cylindriques permet un
traitement qui demande moins d’espace mémoire et un temps de calcul réduit®. Le temps
total de ce traitement est proportionnel & DR?E3/2_ si une inversion de systeme est utilisée

1. En effet, pour un traitement en coordonnées cartésiennes de la diffusion de particules d’énergie F
dans une boite de coté 2R et de longueur D, le nombre d’états de base n; , et le temps ¢, , nécessaire au
calcul des coefficients de couplage par transformées de Fourier rapides (pour une position donnée suivant
D) sont respectivement proportionnels & ER? et Ngy 1N ng 4. Une description en coordonnées cylindriques
du méme probleme dans un cylindre de rayon R demande le méme nombre d’états de base si toutes les
valeurs possibles de m et k,, sont retenues. En pratique, il est possible de travailler avec un ensemble de
valeurs de m restreint (typiquement de -10 & +10). Le nombre d’états de base n, 4 nécessaires et le temps
t,.¢ nécessaire au calcul des coefficients de couplage (pour une position donnée suivant D) se réduisent
alors respectivement & des valeurs proportionnelles & RE/? et ni e Cette méthode est asymptotiquement

plus rapide puisque t;,, ~ 1> ,In(n? ;) ~t,41nt, 4.
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pour calculer la diffusion d'un seul état incident, et & DR3*E? si une inversion de matrice
est nécessaire.

La technique des fonctions de Green peut étre améliorée en remplacant le calcul de la
fonction d’onde dans le diffuseur par celui de matrices de transfert, lorsque les conditions
limites le permettent. Si nous considérons le calcul de diffusion précédent et si tout le
volume doit étre discrétisé pour l'application de la méthode des fonctions de Green, le
nombre de cellules & considérer varie comme DR?E®/2. La taille de la matrice & créer
ainsi que le temps nécessaire pour la créer et résoudre le systeme correspondant a un
seul état incident auront une dépendance en D?R*E3. Lorsqu'il est nécessaire d’inverser
la matrice, le temps de calcul devient proportionnel & D3RS E%/2. Utiliser la méthodologie
des matrices de transfert pour remplacer le calcul de la fonction d’onde dans le diffuseur
est donc intéressant. Signalons enfin que méme si la méthode des matrices de transfert ne
fournit en général aucune valeur de la fonction d’onde dans le diffuseur, il est possible de
compléter la méthode pour obtenir ces valeurs.

Les théories d’émission de champ et ’étude des solides peuvent également tirer parti
du caractere tridimensionnel de notre description et de la possibilité de traiter facilement
la périodicité dans une direction grace a l'algorithme des tranches. On peut par ailleurs
envisager d’appliquer notre technique a I’étude de la conductivité de molécules, qui seraient
placées suivant I’axe du cylindre de confinement.

La géométrie et I'énergie potentielle utilisées dans nos simulations appellent quelques
commentaires. Nous avons utilisé essentiellement une pointe conique de 1 nm de haut
posée sur un support plat. La hauteur de 1 nm suffit pour représenter la derniere région
rencontrée par I'électron avant son passage tunnel a travers la barriere de potentiel. La
forme conique permet de restituer les caractéristiques essentielles d’un faisceau extrait
d’une nanopointe. La géométrie plane du support métallique détermine 1’énergie potentielle
et donc la diffusion électronique a partir de quelques nanometres. Nous pouvons cependant
remédier a cette situation en prenant comme distribution d’énergie potentielle entre le
support métallique et la grille d’extraction celle que I’on aurait pour un support métallique
sphérique.

Nous avons présenté plusieurs méthodes pour calculer I’énergie potentielle. La méthode
de sur-relaxation convient tres bien pour une description macroscopique de la matiere.
La méthode dipolaire est une premiere approche pour représenter la structure atomique.
Enfin, nous avons présenté un modele de nuages électroniques gaussiens qui s’appuie sur ces
deux premieres méthodes et améliore la représentation de la matiere. Le développement
de ces méthodes doit cependant étre poursuivi, en particulier pour tenir compte de la
mobilité des électrons de conduction, qui dans notre modele restent attachés aux noyaux.
La structure de bandes observée dans la distribution d’énergie totale des électrons extraits
d’une nanopointe n’a pas été mise en évidence clairement dans nos simulations. Méme si
un tel résultat n’est pas indispensable pour une modélisation du Microscope a Projection
de Fresnel, il semble qu’il nécessite une meilleure modélisation de 1’énergie potentielle.
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Des simulations d’émission de champ a partir de pointes atomiques ont été réalisées.
Nous avons reproduit des valeurs d’angle d’ouverture en accord avec les valeurs estimées
avant I'influence du support métallique. Nous avons montré la faible dispersion énergétique
des électrons extraits et obtenu des distributions d’énergie totale similaires a celles obtenues
avec des nanopointes de petite taille. L'importance de la terminaison monoatomique des
nanopointes a été établie en étudiant les modifications induites par une dégradation de la
source électronique sur les figures de diffraction obtenues avec une ouverture circulaire.

Des simulations de diffraction sur fibres de carbone ont été réalisées. Elles confirment la
possibilité d’obtenir des figures de type Fraunhofer ou Fresnel selon les conditions d’obser-
vation, en accord avec les conclusions obtenues avec des modeles plus simples. Le faisceau
extérieur a la fibre joue un roéle important dans la formation de I'image. Nous avons mis
cela en évidence lors de l'interprétation des images de type Fraunhofer obtenues avec des
fibres transparentes. Cette constatation est triviale lorsque la fibre est opaque. Nous avons
montré comment les propriétés de la matiere peuvent influencer I'image a grande distance.
La polarisation est responsable de l'effet de sucking-in, qui influence d’autant plus I'image
que la fibre est petite. La valeur du travail d’extraction dans la fibre peut étre associée a
des résonances qui modifient de maniere importante la figure de diffraction. Nous avons
montré que I'absorption dans la fibre n’entraine pas obligatoirement une projection noire.
Il est intéressant de constater que des oscillations peuvent apparaitre dans les images a
grande distance sans qu’elles ne soient présentes dans 1’énergie potentielle ou la densité de
courant locale.

Les simulations réalisées en considérant la structure atomique de la matiere illustrent
également les modes Fraunhofer et Fresnel ainsi que 'effet de sucking-in. Méme si la den-
sité de courant locale présente des informations sur la structure atomique de la molécule
étudiée, la densité de courant a grande distance dans les simulations réalisées ne décrit que
I’aspect global de la molécule. Les calculs semblent montrer que I'information sur la struc-
ture atomique ressort d’autant plus dans I’énergie potentielle que 1'énergie des électrons
incidents est élevée. Il semblerait donc que la taille des détails observables diminue en
méme temps que le pouvoir de résolution lorsque la tension d’extraction augmente.

Les simulations avec champs magnétiques montrent bien 'existence de franges orientées
suivant les lignes de champ et espacées de maniere réguliere lorsqu’il est uniforme. Leur
nombre tend a augmenter avec son intensité.

A part les possibilités d’amélioration de la méthode de diffusion déja mentionnées, il
semble que les progres a réaliser se situent momentanément surtout dans le calcul de
I’énergie potentielle.

La technique expérimentale pourrait évoluer vers 1'utilisation de nouvelles structures
émettrices (pointes super-conductrices, émission a partir de tubules de carbones, ...). A la
lumiere de nos simulations, il nous semble que ces nouvelles pointes ne feront qu’accroitre
I'intensité du faisceau extrait sans pour autant améliorer la résolution de I'instrument. Les
longueurs de cohérence et le degré de symétrie de 'extrémité de la nanopointe sont en effet
déja suffisantes pour laisser uniquement la diffraction limiter la résolution.
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Si la séparation du faisceau constatée lors de 1'utilisation de pointes magnétiques
s’avérait liée au spin, on aurait la possibilité d’observer le méme objet avec deux fais-
ceaux préparés dans un état de spin différent. Il est probable que de nouvelles infor-
mations puissent étre déduites de la comparaison des images ainsi obtenues. L’utilisa-
tion simultanée des deux faisceaux pourrait s’avérer intéressante aussi. On peut imaginer
qu'un certain degré de cohérence entre ces faisceaux puisse étre atteint grace a 'utilisation
de nanopointes supra-conductrices (et d’une particule extérieure pour produire le champ
magnétique nécessaire a la séparation du faisceau).

Les trous dans la membrane de carbone opeérent une certaine sélection sur la taille
des molécules observables, puisqu’elles doivent étre grandes assez pour les enjamber. Par
ailleurs, leur orientation n’est pas nécessairement perpendiculaire au faisceau. On pourrait
envisager l'utilisation de supports carbonés transparents au faisceau électronique et qui
permettent de manipuler des molécules plus petites, dans une orientation déterminée.

On peut enfin imaginer des applications basées sur les possibilités de manipuler et d’ex-
citer un échantillon durant son observation. Ces évolutions possibles de la technique laissent
de nombreuses portes ouvertes a de futurs développements. Une technique d’inversion qui
reconstituerait I'objet observé a partir des images a grande distance constitue un fameux

défi.

Malgré ce que 'on pourrait penser a priori, une méthode de simulation comme celle
présentée dans cette dissertation ne fournit pas de réponse simple a la question ”Que se
passe-t-i17”. Les détails de la diffusion sont noyés dans des calculs qui durent parfois des
heures. L’ordinateur fournit finalement une image qui laisse certainement aussi perplexe
que celles fournies par I'instrument lui-méme. Les doutes concernant un éventuel artefact
expérimental et les parasites extérieurs trouvent leur équivalent dans les artefacts liés a la
méthode, les erreurs de programmation, les erreurs d’arrondis, 'importance des facteurs
négligés. Notre avantage devant tout résultat est de savoir exactement quelle situation
en est a l'origine. Pour nous aider a les comprendre, la méthode peut nous fournir des
informations en des lieux inaccessibles expérimentalement. En dernier ressort, un modele
plus simple peut nous aider et vérifier I'exactitude de nos interprétations. Méme si la
théorie précede parfois 'expérience, I'utilité de notre méthode est surtout de nous aider a
comprendre les résultats expérimentaux en les comparant a ceux obtenus dans une situation
idéale, ot nous avons mis les éléments que nous croyons nécessaires a 1’explication.

Comme dans le mythe de Sisyphe, notre tache de compréhension reprend la ou elle
croyait trouver une fin. Chaque réponse ouvre la porte a une série de nouvelles questions.
Sans doute est-ce bon signe si cette dissertation ouvre notre esprit a de nouvelles ques-
tions et nous pousse a explorer de nouvelles pistes. Nous espérons que ce travail contienne
certaines réponses et puisse nous aider a avancer vers de nouvelles voies.
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